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Hausaufgaben

1.Aufgabe: Es sei (X,,) ein Martingal auf (2, F, (F,), P).Man zeige dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind:
a) sup,, E[X2] < oc;

)
b) (X,) ist Cauchyfolge in L?(Q2, F, P);
c) X, — X in L*(Q, F, P);

)

d) Es existiert ein X in £2(Q,F, P) mit X,, = E[X | F,].

2.Aufgabe: Es sei (X,,) eine einfache symmetrische Irrfahrt auf Z mit Xy = 0. Weiterhin definieren wir fiir
a € Z mit a > 0 die Stoppzeit
7:=min{n >0 : X,, = a},

von der wir in der Ubung gezeigt haben, dass sie P-fast sicher endlich ist. Ziel dieser Aufgabe ist es, die
Laplace-Transformierte Elexp(—A7)], A > 0, zu berechnen. Wir gehen dafiir in folgenden Schritten vor:

(i) Man bestimme « so, dass (M,,), M,, := exp(aX,, — An), ein Martingal ist.
(ii) Man zeige, dass (M, ,) gleichgradig integrierbar ist.

(iii) Man berechne nun mit Hilfe von Optional Stopping die Laplace-Tranformierte.

3.Aufgabe: Es sei (X,,) ein Martingal oder ein nichtnegatives Submartingal.
(i) Fir jedes p > 1ist (fp(Xk)), fp(z) := exp (x/p), ein nichtnegatives Submartingal..

(ii) Mit Hilfe der Doobschen Ungleichungen und (i) zeige man, dass

E [exp (rlgléi%(Xk)] < Elexp (1 + X,,)].

Jede Aufgabe 8 Punkte



