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Hausaufgaben

1.Aufgabe:

(i) Es sei B eine Borelmenge und (X,,) eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen. Rekursiv definieren wir die
n-te Eintritts- in bzw. Austrittszeit aus B durch

7 = inf{k: Xy € B}

op = inf{k>m:X, ¢ B};
Tn = inf{k>o,_1: Xk € B};
on = inf{k>r7,: X, ¢ B}.

Man zeige, dass die so definierten o; und 7; flir jedes ¢ € Ny Stoppzeiten sind.

(ii) Es seien 71 und 7o Stoppzeiten. Man zeige, dass auch 71 A 72, 71 V 72 und 71 + 72 Stoppzeiten sind.

2.Aufgabe: Es sei (X,,), n € Ny eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit X, (w) > ¢ > 0 fiir alle w
und jedes n € Ny. Wir definieren

m
Tn =min{m >0: ZXk > n}.
k=0
(i) Man zeige, dass 0 < 71 < 15 < ... eine Folge von Stoppzeiten beziiglich der kanonischen Filtration ist.

(ii) Man zeige, dass Y ", X; fir jedes n F, -messbar ist.

3.Aufgabe: Es sei (Q, F, (F,), P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (M,,) eine integrierbare Folge
adaptiert an F,.

(i) Man zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) (M,) ist ein Martingal;

(b) E[M,+1 — M, | F,] = 0 P-fast sicher fur alle n € Ny;
(¢) E[M, |Fi] = My, P-fast sicher fiir alle 0 < k <n und n € Ny.

(ii) Es sei M = (M,,) ein Martingal und H = (H,,) eine prévisible, beschrénkte Folge von reellwertigen
Zufallsvariablen. Wir definieren das diskrete stochastische Integral von H beziiglich M durch

(HOM)n = ZHk(Mk_Mk—l) n € Np.
k=0

Man zeige, dass H o M wieder ein Martingal ist.



4.Aufgabe: Es sei (Q, F, (F,), P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (M,,) ein Martingal beziiglich
(Fn). Weiterhin seien Filtrationen (G, ), (H,) gegeben, so dass

FM CH, C Fn C G

(i) Man zeige, dass (M,,) auch ein H,-Martingal ist, insbesondere also auch ein Martingal beziiglich seiner
kanonischen Filtration (FM).

(ii) Ist (M,,) stets auch ein G,-Martingal?

Jede Aufgabe 6 Punkte



