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Hausaufgaben

1.Aufgabe: Es seien A, u, v Wahrscheinlichkeitsmafe auf (2, A).

(i) Man zeige, dass falls fiir 4 < v < A die Funktion f eine Version der Radon-Nikodym-Dichte dyu/dv ist
und g eine Version von dv/d\, dann auch f - g eine Version der Radon-Nikodym-Dichte du/dX ist, kurz:

du _du dv
d\  dv d\

(ii) Die Wahrscheinlichkeitsmafle ;1 und v heifien dquivalent (u ~ v), falls sowohl p < v als auch v < p gilt.
Man zeige, dass du/dv > 0 fast iiberall gilt (beziiglich welchen Mafles?) und dass

dp_ (v
dv  \dp '

2.Aufgabe:

(i) Sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable auf Q@ = {0, 1,...n}. Man zeige, dass das zugehorige
Wahrscheinlichkeitsmaf3 ;1 auf 2 absolutstetig zur Gleichverteilung v auf €2 ist und berechne die
Radon-Nikodym-Dichte.

(ii) Man berechne die Radon-Nikodym-Dichte der Exponentialverteilung beziiglich der eindimensionalen
Standard-Normalverteilung.

3.Aufgabe: Es seien Q = {0, 1}, X;(w) := z; fiir w = (21, 29,...) € Q und A = 0(X1, Xo,...). Weiterhin
seien p und v diejenigen Wahrscheinlichkeitsmafie auf (€2,.4), unter denen die (X;) unabhéngig und identisch
verteilt mit pu(X; = 1) =pund v(X; =1) =¢, p,q € (0,1), p # ¢ sind.

a) Sei A, =o(Xy,...,X,) die von X1,..., X, erzugte o-Algebra. Man zeige, dass die
Radon-Nikodym-Dichte von v bzgl. u auf A,, gegeben ist durch

B Z/(X1 :ZCl,...,Xn :ZCn)
Xy =m1,..., Xp =)

‘Pn(w)

fiir w = (21, 22,...) € Q. Insbesondere gilt v =~ u auf A,,.

b) Mit dem starken Gesetz der Grofien Zahlen untersuche man die p- bzw. v-fast sichere Asymptotik von
1
— log py, .
n

¢) Aus b) folgere man, dass ein A € A existiert mit u(A4) =1 und v(A) = 0. Insbesondere gilt also weder
@ < v noch v < p auf ganz A.



4.Aufgabe: Es sei X eine nichtnegative, reellwertige Zufallsvariable. Man zeige mit Hilfe des Satzes von
Fubini

EX = / P(X > t) A(dt).
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Jede Aufgabe 6 Punkte



