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Hausaufgaben

1.Aufgabe:

(i) Seien f und g messbare numerische Funktionen auf (Ω,A). Man zeige, dass die Mengen {f < g} und
{f = g} A-messbar sind.

(ii) Seien (Ωi,Ai, µi), i ∈ {1, 2} zwei Maßräume. Man zeige, dass das Mengensystem
S := {A1 × A2 : A1 ∈ A1, A2 ∈ A2} ein Semiring ist.

2.Aufgabe: Es seien f , g : Ω → R µ-integrierbare Funktionen. Man zeige die folgenden Eigenschaften des
Lebesgue-Integrals:

(i)
∣

∣

∫

f dµ
∣

∣ ≤
∫

|f | dµ;

(ii) aus f = g µ-f.ü. folgt
∫

f dµ =
∫

g dµ;

(iii) aus f ≥ 0 und
∫

f dµ = 0 folgt f = 0 µ-f.ü..

3.Aufgabe: Sei (fn) eine Folge nichtnegativer messbarer Funktionen:

(i) Mit Hilfe des Satzes über die monotone Konvergenz beweise man den Satz von Fatou:

∫

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

fn dµ.

(ii) Man gebe ein Beispiel an, wo selbst aus fn ↓ f für messbares f

lim
n→∞

∫

fn dµ 6=

∫

lim
n→∞

fn dµ

folgt.

4.Aufgabe: Es seien µ und ν zwei Wahrscheinlichkeitsmaße auf (Ω,A). Man zeige, dass die beiden folgenden
Aussagen äquivalent sind:

(i) µ ≪ ν.

(ii) Für jedes ε > 0 gibt es ein δ > 0, so dass für alle A ∈ A gilt: aus ν(A) < δ folgt µ(A) < ε.
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