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Ubungen

Aufgabe: Sei (X,,) ein Submartingal auf (Q, A, (A,), P) und o, 7 zwei Stoppzeiten mit

o(w) < 7(w) <M < oo,

fiir jedes w; man zeige, dass

Xy, < E[X,; | A,] P-fast sicher.

Hausaufgaben

1.Aufgabe: Sei (X,,) an (A), adaptiert, X,, € £L}(, A, P). Man zeige, dass die folgenden beiden Aussagen
dquivalent sind:

i) X ist Supermartingal

ii) X7 ist ein Supermartingal fiir jede Stoppzeit 7.

2.Aufgabe: Man zeige: Fiir jedes Submartingal > 0 oder Martingal(X,,) auf (€, .4, P) gilt:

E [exp (nm<a])V<Xn)] < Elexp(1+Xn)].



3.Aufgabe: Sei Ag C A; C Ay C ... eine aufsteigende Folge von o-Algebren auf (2, A). Q sei lokal
absolutstetig beziiglich P mit Dichte Z,, auf A,. Fir Z, := lim,, Z, ist dann

QA = [ 2P+ QAN (Zo = oo}
A

die Lebesgue-Zerlegung von @ beziiglich P auf A, (vgl. Vorlesung). Man zeige:
a) Aus lim Ep [\/Z,] =0 folgt Q L P, aus der Konvergenz von +/(Z,) in L?(P) folgt Q < P.

b) Y1,Ys,... seien unabhéngig unter @@ und bzw. P, mit Verteilungen u; unter P und v; < p; unter Q. Fir
h; = dv;/dp; ist dann

%zﬁmm
=1

die Dichte von @ bzgl. P auf A, = o(Y1,...,Y,,). Benutze a), um das folgende Kriterium von Kakutani
zu beweisen:

H/\/hj-dui:() — QL Pauf A,
i=1

H/\/hj-dui>0 — Q< Pauf Ay .
=1

4.Aufgabe: Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafle 4 und v auf einem messbaren Raum (S, S) ist der
Kakutani-Hellinger-Abstand d(u,v) von p und v gegeben durch

- ()

wobei 17 ein Mafl mit g < 1 und v < 7 bezeichnet.
Man zeige:

a) d(u,v) hiangt nicht von der Wahl von 7 ab, insbesondere gilt die Darstellung

2
1 [dv 1 dv
2 _ - _— — _— =
d(p, v) 2/( m 1) d‘u+2lj<du OO>,

wobei dv/du eine Dichte im Sinne der Lebesgue-Zerlegung bezeichne.
b) d ist eine Metrik auf der Menge M; (S, S) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (5, S).

¢) Sei nun Q = SN und Y, (w) = w(n). P und Q seien nun zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen, unter
denen die Y7, Y5, ... unabhingig sind und zwar mit den Verteilungen p1, o, ... bzw. v1,vs,.... Wir
nehmen an, dass v, < p, fiir alle n gilt. Dann folgt aus dem Kriterium von Kakutani (siehe
3.Aufgabe), dass

Q<K Pauf A, +— Zd(un,yn)2<oo

n=1

QLPauf A, — Zd(un,un)2:oo.

n=1

Jede Aufgabe 6 Punkte



