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Hausaufgaben

1.Aufgabe: Sei (An) eine Filtration von (Ω,A, P ), man zeige:

a) Für eine Stoppzeit τ ist
Aτ := {A ∈ A |A ∩ {τ = n} ∈ An für alle n }

eine σ-Algebra und es gilt Aσ ⊂ Aτ , falls σ eine Stoppzeit mit σ ≤ τ ist.

b) Mit τ und σ sind auch τ + σ, τ ∨ σ und τ ∧ σ Stoppzeiten.

c) Sei Xn eine adaptierte Folge von (S,S)-wertigen Zufallsvariablen und A ∈ S; falls σ eine Stoppzeit ist, so
auch

τ := inf{n ≥ σ : Xn ∈ A}.

Diese Tatsache wurde im Beweis von Doob’s upcrossing inequality (Lemma II.3.1) verwendet.

2.Aufgabe: Sei (Xn) ein Martingal auf (Ω,A, (An), P ) und A∞ = σ(
⋃

n

An), man zeige dass die folgenden

Aussagen äquivalent sind:

i) sup
n

E[X2

n
] < ∞.

ii) Xn → X∞ in L2(Ω,A, P ).

iii) Es existiert ein X in L2(Ω,A, P ) mit Xn = E[X |An ].

3.Aufgabe: Für den Random Walk (Xn) mit Parameter p = 1/2 und Startpunkt 0 sei für ein a > 0

τ := min{n ≥ 0 : Xn = a}.

Man berechne die Laplace-Transformierte E[exp(−λτ)], λ ≥ 0.
Hinweis : Man bestimme α so, daß Mn := exp(αXn − λn) ein Martingal wird, und wende den Stoppsatz an.
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