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1.Aufgabe: Satz von Ionescu-Tulcea für inhomogene Markov-Ketten: Ziel ist die Konstruktion einer zeitlich

inhomogenen Markov-Kette, also eines stochastischen Prozesses Xk, der zum Zeitpunkt k Werte in einem
Zustandsraum (Sk,Sk) annimmt und dessen Übergang von Xk−1(ω) zu Xk(ω) durch einen stochastischen Kern
Πk von (Sk−1,Sk−1) nach (Sk,Sk) gegeben ist. Gesucht ist also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Pµ, so dass

Eµ [f(X0, . . . , Xn)] =

∫
µ(dx0)

∫
Π1(x0, dx1) . . .

∫
Πn(xn−1, dxn)f(x0, . . . , xn)

für alle S0 ⊗ . . .⊗Sn-messbaren Funktionen f : S0 × . . .×Sn → [0,∞[ und eine gegebene Startverteilung µ auf
(S0,S0).
Hinweis : Man benutze den Satz von Ionescu-Tulcea, um den Raum-Zeit-Prozess (Xk, k) als homogene

Markov-Kette auf einem geeignetem Zustandsraum zu konstruieren. Man beachte alle auftretenden
Messbarkeitsprobleme.

2.Aufgabe: Allgemeine Version des Satzes von Ionescu-Tulcea: Ziel ist die Konstruktion eines allgemeinen

(also nicht mehr unbedingt Markovschen) stochastischen Prozesses (Xk), der im Zeitpunkt k Werte in einem
Zustandsraum (Sk,Sk) annimmt. Zur genaueren Beschreibung sei

Sk := S0 × . . . × Sk , S
k := S0 ⊗ . . . ⊗ Sk,

µ eine Startverteilung auf (S0,S0) = (S0,S0) und das stochastische Bewegungsgesetz gegeben durch Kerne Kk

von (Sk−1,Sk−1) nach (Sk,Sk). Gesucht ist dann eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Pµ, so dass

Eµ [f(X0, . . . , Xn)] =

∫
µ(dx0)

∫
K1(x0, dx1) . . .

∫
Kn(x0, . . . , xn−1, dxn)f(x0, . . . , xn)

für alle Sn-messbaren Funktionen f : Sn → [0,∞[.
Hinweis : Man modelliere X̄k := (X0, . . . , Xk) als zeitlich inhomogene Markov-Kette mit Zustandsraum
(Sk,Sk) und verwende die in Aufgabe 1 gezeigte Existenzaussage für inhomogene Markov-Ketten. Man
beachte wiederum alle auftretenden Messbarkeitsprobleme.
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3.Aufgabe: Für jedes n sei (Sn,Sn) ein messbarer Raum,

Sn := S0 × . . . × Sn , S
n := S0 ⊗ . . . ⊗ Sn

Ω := S0 × S1 × . . . , Xn(ω) := ω(n) , A := σ(X0, X1, . . .)

Wir definieren die Projektoren

πn : Ω → Sn

(x0, x1, . . .) 7→ (x0, . . . , xn)

sowie

ϕn := Sn+1
→ Sn

(x0, . . . , xn+1) 7→ (x0, . . . , xn).

a) Sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Ω,A) und P n := P ◦ π−1
n . Dann ist die Familie (Pn)

konsistent im folgenden Sinne:

P n+1
◦ ϕ−1

n = P n für alle n.

b) Konsistenzsatz von Kolmogorov : Für jedes n sei P n eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Sn,Sn) und
die Familie (P n) sei konsistent (vgl. Teil a)). Außerdem sei jedes Sn polnisch mit Sn := B(Sn). Dann
gibt es genau eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (Ω,A) mit P n = P ◦ π−1

n .

Hinweis : Sn ist wieder polnisch bezueglich der Produkttopologie und es gilt Sn = B(Sn). Man wende
Korrolar IV.1.6 an, um die Aussage auf die allgemeine Aussage des Satzes von Ionescu-Tulcea (Aufgabe 2)
zurückzuführen.

Jede Aufgabe 8 Punkte


