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Hausaufgaben

1.Aufgabe: Man zeige, dass aus den Konvergenzen X,, — X und Y;, —» Y

(i) fast sicher (ii) in Wahrscheinlichkeit,

die Konvergenz a X, + bY,, — aX + bY im jeweiligen Sinne folgt.

2.Aufgabe: Monte-Carlo Integration: Will man das Integral fol f(z)dz einer stetigen Funktion f:[0,1] —» R
numerisch berechnen, verwendet man oft die Methode der Monte-Carlo Integration: man wahlt eine Folge X,
von unabhéngigen, auf [0, 1] gleichverteilten, reellen (Pseudo-)Zufallsgrofien und berechnet £ 37" | f(X;).
Man zeige, dass

1

Z f(X;) 7= /f(m)da: in Wahrscheinlichkeit.
i=1 2

Frage: Gilt diese Konvergenz auch fast sicher?

3.Aufgabe: Seien F; unabhingige, identisch exponentialverteilte Zufallsgrofen mit Parameter A = 1. Man
zeige, dass

=1 fast sicher.

lim sup
n—oo log n

4.Aufgabe: Man zeige, dass
(i) P[|X|] =0 und P[|X| = 0] = 1 dquivalente Aussagen sind,
(ii) aus der Konvergenz im p-ten Mittel die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit folgt,

(iii) aus der Konvergenz X,, — X in £! die Konvergenz E[X,,] — E[X] folgt, die Umkehrung jedoch nicht
gilt.

(iv) Sei f: R — R eine stetige Funktion und X,, eine Folge von reellen Zufallsgréfien, die in
Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert. Man zeige, dass die Konvergenz f(X,) — f(X) in
Wahrscheinlichkeit gilt.

Jede Aufgabe 6 Punkte



Tutoriumsvorschlage

Aufgabe 1: Wir betrachten das Modell fiir die Populationsdynamik von Blatt 7, Tutoriumsbeispiel 3 und
Hausiibung 2, mit pg = p2 = 1/2. Man zeige, dass die erwartete Populationsgrofie in jeder Generation 1 ist,
die Population aber dennoch mit Wahrscheinlichkeit 1 ausstirbt.

Aufgabe 2: Bernstein-Polynome: Ein stochastischer Beweis des Weierstrafl’schen Approximationssatzes:
Jede stetige Funktion f : [0,1] — R lasst sich gleichméBig durch die sogenannten Bernstein-Poynome

fn(p) = kZ:)f (%) (Z)pk(l _pynh

approximieren. Genauer: Sei X, eine Folge unabhéangiger Bernoulli-Variablen mit Erfolgsparameter p, so gilt

E

f (% Z Xk>‘| — f(p) gleichméafig in p.
k=1

Aufgabe 3: Seien E; unabhéngige, identisch exponentialverteilte Zufallsgrofien mit Parameter A = 1. Man
zeige, dass

max,<ny Ey, —log N maxp<n Ep —log N

—1 < liminf < lim sup <1 fast sicher.

N—oo loglog N N— o0 log log N

Aufgabe 4: Man zeige, dass aus den Konvergenzen ¢, ——— c € R, ¢ # 0 und X,, — X

(i) fast sicher (ii) in Wahrscheinlichkeit,

die Konvergenz ¢, X,, — ¢X im jeweiligen Sinne folgt.



