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Aufgabe 1: Man zeige: Eine Folge von (X™) von Zufallsvariablen, X™ > 0 ist genau dann NICHT
gleichgradig integrierbar, wenn ein € > 0 existiert, sodass entlang einer Teilfolge X™* disjunkte Mengen
Ay, existieren, so dass

E[X™14,] > €, k=1,2,...

Aufgabe 2: Wir betrachten im Folgenden einen Finanzmarkt mit Aktienpreisprozess

1
Sy = sexp (U1Wt1 + J2Wt2 + ((M - 5(0% + Jg)ﬁ)

und konstanter Zinsrate r, wobei W' und W? zwei unabhiingige Brownsche Bewegungen sind.
i) Man bestimme die an (F," 1’WQ) adaptierten stochastischen Exponentiale Z = £(L), so dass ZS ein
lokales Martingal ist.

Hinweis: Man benutze den It6-Darstellungssatz fiir die zweidimensionale Brownsche Bewegung.

ii) Sei nun o9 = 0. Was ist dann der Superhedging-Preis von
H= (K- eW%+W%)+?

iii) Man berechne

U; = esssup E*[f[|.7-"t]
PxeP

und schreibe dies wie in der optionalen Zerlegung.

Aufgabe 3:

i) Sei W eine Brownsche Bewegung auf (2, F, P), P die Verteilung von By = Wy +bt, b € R, und 7
eine Stoppzeit mit P[r < oo] = 1. Man zeige, dass

E[W-—57) = Plr < od].
ii) Sei nun
S; = sexp (O’Wt + (n— ;,72)15).
Man zeige, dass fiir die first passage time von a, s > a,
To i =inf{t >0:5; <a}

gilt, dass fiir 4 < 02/2 die Wahrscheinlichkeit P[r, < oo] = 1.

iii) Man zeige mit Hilfe von i) und ii), dass fiir den Erwartungswert der Laplace-Transformierten von 7,

unter dem Martingalmafl
2p
an 2

Ele™ = (2)7, uz0.0>0,

gilt.

Bitte wenden



Aufgabe 4: American Perpetual Put

Diese Aufgabe soll zur Berechnung des Preises eines Perpetual American Put, also einer Amerikanischen
Put-Option mit unendlichem Zeithorizont, im Black-Scholes Modell dienen. Gegeben ist also die
Dynamik des Aktienkurses

1
S; = sexp (0W{‘—|—(r—§(72)t), r>0,0>0,

und die Auszahlung
Hy:= (K - Sy)t, t>0,

gesucht ist der Preis
I(H) =sup E*[e """ (K — S;)"],

wobei das Supremum {iber alle Stoppzeiten 7 > 0 genommen wird.
i) In einem ersten Schritt beschrinken wir uns auf die Passierzeiten, also Stoppzeiten der Form
Te:=inf{t >0 : S <a}
fiir a < K. Die “Performance” der jeweiligen Stoppzeit ist gegeben durch die Funktion
gals) = B*e™"™ (K — ,,)* | Sy = s].

Man maximiere g,(s) tiber alle ¢ € [0, K] mit Hilfe von Aufgabe 3.

i) Sei nun a* das entsprechende Maximum. Man zeige mit Hilfe der It6-Formel, dass

(ga* (StAT)e*T(MT)) N ein P*-Supermartingal fiir jede Stoppzeit 7 und
>0

(ga* (Senr.. )e*“t“a”) . ein P*-Martingal ist.
t>0

Man diskutiere die Anwendbarkeit der Ito-Formel in diesem Fall!

iii) Man zeige, dass fiir jede Stoppzeit 7 > 0
E*le”" (K — 5;)"] < E*[e”" (K — S7+)7]

gilt.

Jede Aufgabe 6 Punkte



