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Aufgabe 1: Im Black-Scholes Modell wollen wir eine Européische Call-Option H mit Strike K und
Ausiibungszeitpunkt 7' so hedgen, dass der erwartete Verlust unter der Verlustfunktion I(z) = (zT)?,
p €]1, 0o[ minimal wird.

i) Man bestimme fiir p | 1 und p T oo das Auszahlungsprofil einer Européischen Option, deren
optimale Hedgingstrategie genau der minimierenden Strategie entspricht.

ii) Ist dies fiir den Fall p T oo dquivalent dazu, gleich unter der Supremumsnorm zu minimieren?

Aufgabe 2: Es seien B, ..., BY unabhingige Brownsche Bewegungen auf (2, F, (F;)>0, P). Fiir
Konstanten x, o > 0 definieren wir die Ornstein-Uhlenbeck-Prozesse V', i =1,...,d, als Losungen der
stochastischen Differentialgleichungen

v = —gvg‘ dt + %dB;‘

mit V§ # 0 fiir mindestens ein i € {1,...,d} (die Lésung dieser SDE haben wir schon in Blatt Blatt 3,
Aufgabe 3 besprochen).

Nun setzen wir
d

re= Y (V)2

i=1

Man zeige, dass es eine Brownsche Bewegung W und eine Konstante 6 gibt, so dass r Losung der SDE
dry = k(0 — r¢) dt + o+/ry AW,

ist und berechne 6.

Anmerkung: Dieser Prozess ist sehr populér bei der Modellierung von Aktienkursen mit stochastischer
Volatilitét, so wird etwa die Volatilitdt des Aktienkurses im Heston-Modell durch einen solchen Prozess
modelliert. Auch in der Theorie der Zinsstrukturmodelle (die in den folgenden Vorlesungen behandelt
werden wird) wird er oft zum Modellieren verwendet, hier heifit » Coz-Ingersoll-Ross-Prozess (oder kurz
CIR-Prozess).

Aufgabe 3: Im Folgenden betrachten wir das Heston-Modell

dSt = /,LtSt dt + \/’U_tSt thl,
dvi = K(0 — ) dt + &S dWE,

wobei W und W2 zwei Brownsche Bewegungen mit konstanter Korrelation p €] — 1, 1[ sind. Weiterhin

sei der Zinssatz r konstant und «, 6 und £ positive konstanten und die Filtration wie iiblich (.7-'tW 1’Wz),
t > 0. Man gebe eine hinreichende Bedingung fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl @) an, so dass ) ein
aquivalentes lokales Martingalmaf ist.

Bitte wenden



Aufgabe 4: Will man einen CIR-Prozess
d’l)t = :‘ﬂ?(a — ’Ut) dt + 5\/U—tth

mit x, 6, £ > 0 numerisch modellieren, so ist das stochastische Eulerverfahren nicht gut geeignet, da die
GauBlschen Inkremente nicht nach unten beschrankt sind und so der Prozess negativ werden kann, was
der analytischen Losung widerspricht. Um dieses Problem zu umgehen, kann man wie folgt vorgehen:

i) Man leite aus der SDE fiir v und fiir die Zerlegung t; = iT/n von [0, T] das implizite
Rekursionsschema

UVt 41 = Uty + (ﬁe - 62/2 - ’%vtﬁl)T/n + f\/ Ut 41 (Wti+1 - Wtz)

her, indem man die SDE mit Hilfe von Stratonovich-Integralen umschreibt und diese dann
approximiert.

ii) Man zeige, dass sich fiir €2 < 2x6 und x < n/T hieraus die explizite Darstellung

Ut =

g(WtH—l - Wtz) + \/gz(Wta‘,+1 - Wta‘,)z + 4(Ut1‘, + (Iﬁ:@ - 62/2)15/71)(1 =+ kT/TL) ’
24 2T /n

gewinnen lasst.

iii) Man schreibe nun ein geeignetes Programm zur Modellierung des CIR-Prozesses und plotte 100
Pfade von v4 bei T'=1 und n = 100.
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