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Aufgabe 1: Im Heston-Modell erfiillt die Varianz v; = o7 die SDE
dve = k(0 — vy) dt + &\/ve dWr.

Man zeige, dass die Volatilitat o; eine SDE der Form

do; = (0‘ - ﬁat) dt + v dW,
Ot
erfillt und berechne die Parameter o, 8 und ~y.

Aufgabe 2: Will man einen CIR-Prozess
dve = K(0 — vy) dt + &\/ve AW,

mit k, 0, £ > 0 numerisch modellieren, so ist das stochastische Eulerverfahren nicht gut geeignet, da die
Gauflschen Inkremente nicht nach unten beschrankt sind und so der Prozess negativ werden kann, was
der analytischen Losung widerspricht. Um dieses Problem zu umgehen, kann man wie folgt vorgehen:

i) Man leite aus der SDE fiir r und fiir die Zerlegung t; = iT'/n von [0,T] das implizite
Rekursionsschema

Vt;p1 = Ut + (Ha - 62/2 - Kvti+1)T/n + 5\/ Ut 41 (Wti+1 - Wtz)
her.
ii) Man zeige, dass sich fiir €2 < 2x6 und x < n/T hieraus die explizite Darstellung

Vi1 =

g(WtH—l - th) + \/52(Wti+1 - Wtz‘)z + 4(vt1¢ + (Ha - 52/2){;/”)(1 + kT/n) ’
24 2T /n

gewinnen lasst.

iii) Man schreibe nun ein geeignetes Programm zur Modellierung des CIR-Prozesses und plotte 100
Pfade von v; bei T'=1 und n = 100.



Aufgabe 3 : Es seien B! und B? zwei Brownsche Bewegungen mit <B1, BQ>t = fot ps ds fiir einen
progressiv messbaren Prozess p mit Werten in [—1,1]. Man sagt, dass B* und B? zwei korrelierte
Brownsche Bewegungen mit Korrelationsprozess p sind. Man zeige: Gilt

t

1

/ 1= 2 ds < oo P-fast sicher fiir jedes ¢,
0 1—

S

dann sind durch
dw} = dB} (1)
AW (1—p?)~'(dB? - p, dB}) (2)

zwei unabhingige Brownsche Bewegungen W' und W2 gegeben. Sind umgekehrt W', W2 und p
gegeben, dann definieren

dB} = dw} (3)

pr AWy + V1= pi AW} (4)

zwei korrelierte Brownsche Bewegungen mit Korrelationsprozess p.

dB?

Aufgabe 4: Ein lokales Martingal, das kein gleichméfig integrierbares echtes Martingal ist, heif3t
striktes lokales Martingal. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass es zwei stetige stochastische Prozesse
X, Y gibt, so dass

i) der Prozess X ein striktes lokales Martingal mit X, > 0 fast sicher ist
ii) der Prozess Y ein gleichméBig integrierbares (echtes) Martingal ist und auch

iii) der Prozess XY ein gleichméBig integrierbares (echtes) Martingal ist.

Hierzu gehen wir wie folgt vor: Seien W' und W?2 zwei unabhiingige Brownsche Bewegungen auf
(2, F, P) und die Filtration (F;);>0 erzeut durch (W', W?). Wir definieren zwei Prozesse

1 1 2 1
Ly :=eViat M, = Ve 2t

und zwei Stoppzeiten
T:=inf{t : Ly =1/2} o:=inf{t : My =2}.

Nun sei
X =L Y =M™,

man zeige dass X und Y die Bedingungen 1)-iii) erfiillen.

Anmerkung: Die gleichméfige Integrierbarkeit von XY kann mit Hilfe von

1 3

gezeigt werden.
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