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Hausaufgaben

1.Aufgabe: Man zeige, dass für eine monoton wachsende Folge von Stoppzeiten τn ↑ ∞ die beiden folgenden
Aussagen äquivalent sind:

(i) M ist ein lokales Martingal.

(ii) Mτn ist ein lokales Martingal für jedes n.

2.Aufgabe: Sei X eine Brownsche Bewegung und f ∈ C1([0,∞) × R) mit

|f(s, x)| ≤ cte
ct|x| ∀ s ≤ t, ∀ t, x.

a) Man zeige, dass
t
∫

0

f(s, Xs)dXs ein Martingal ist.

b) Hiermit zeige man, dass für den Black-Scholes Preis v der Option H = (ST − c)+ der abgezinste
Wertprozess e−rtv(t, St) ein Martingal ist.

3.Aufgabe: Sei X eine Brownsche Bewegung und V der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit Parametern α ∈ R

und σ > 0:

Vt = eαt



V0 +

t
∫

0

e−αsσ dXs



 .

Man zeige:

a) V löst die stochastische Differentialgleichung

dVt = σ dXt + αVt dt .

b) Es gibt eine Brownsche Bewegung B, so daß V die folgende Form besitzt:

Vt = eαt

(

V0 + σB 1−e−2αt

2α

)

.

Bemerkung: In der Finanzmathematik werden Ornstein-Uhlenbeck-Prozesse zur Modellierung der Dynamik
von Zinsstrukturkurven benutzt und als “Vasicek-Modell” bezeichnet.

4.Aufgabe: Sei X eine d-dimensionale Brownsche Bewegung für d ≥ 3. Man zeige, dass für x 6= 0 der Prozess
|x + Xt|

2−d ein lokales Martingal, aber kein Martingal ist. Es darf benutzt werden, dass P-fast jeder Pfad den
Punkt −x 6= 0 nicht trifft (dies gilt in Dimension d ≥ 2).
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