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Ubungen

1.Aufgabe: Man zeige, dass die Stetigkeit eines Pfades Xy, t > 0 mit beschrinkter quadratischer Variation
(X) keine hinreichende Bedingung fiir die Stetigkeit des quadratischen Variationsprozesses (X), ist.

2.Aufgabe: Man beweise die [t6-Formel fiir die geometrische Brownsche Bewegung

1
Sy = Spexp (O’Xt + (o — 502)15) :

Ist f(t,z) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf (0, 00)?, so gilt

df(t,S;) = [fa(t,8:)dSe + (Lof(t,S) + fi(t,Se)) dt
= fu(t,81)08; dXi + (Lo f(t, S¢) + fi(t, St)) dt,

wobei fiir & € R der Differentialoperator L, gegeben sei durch

Laf(t,z) = %o%?fzz(t, 2)+azf.(t, 2).



Hausaufgaben

1.Aufgabe: Im pfadweisen It6-Kalkiil sind die Analoga von Sinus, Cosinus sowie der Exponentialfunktion
gegeben durch

S(X)t = ez (XD sin X4, C(X): = ez (XD cos X und E(X); = eXt=2(X)
Man zeige, dass sie die stochastischen Differentialgleichungen
dS(X)t = C(X)t dXt und dO(X)t = *S(X)t dXt

erfiilllen und dass
E(iX)e = C(X) +iS(X):

gilt.
2.Aufgabe: Viele exotische Optionen héngen von Funktionalen des Pfades (S¢)o<i<r wie Oglta<XT S; oder

T
J Sidt ab. Im folgenden sei S eine geometrische Brownsche Bewegung mit Volatilitit o und Trend a.
0

a) Man entwickle pfadweise It6-Formeln fiir Funktionen der Prozesse (¢, S, A:) und (¢, St, M:), wobei
t
A = /Ss ds und M; := max S;.
0

b) In Analogie zu Satz I1.2.1 gebe man partielle Differentialgleichungen an, die eine Funktion
v :[0,00) x (0,00)? — R erfiillen sollte, damit v(¢, S;, A;) bzw. v(t, Sy, M;) Wertprozesse selbstfinanzierender
Handelsstrategien sind.

3.Aufgabe: Fiir Treppenfunktionen b: [0,1) — R, der Form
b(t) = Zbil[ti,tprl)(t) )

0<t; <ty <..<t, <1, und eine Brownsche Bewegung X sei das Ito-Integral via

1
/ b(s)dXs =Y bi(Xp,,, — Xu,)
0 i

definiert. Sei £ die Menge aller solcher Treppenfunktionen.
1

a) Fir b € € berechne man die Verteilung von [ b(s)dX, und zeige insbesonders, dass
0

1
E /b(s) dXs| = 0 und
0
1 2 1
E /b(s) dX = /bQ(S) ds
0 0

gilt.
1

b) Durch b — [ b(s)dX, ist somit eine Isometrie L?[0,1] D & — L*(Q, F, P) gegeben. Durch geeignete
0

Approximation beliebiger L2-Funktionen setze man sie zu einer auf ganz L2[0, 1] definierten Abbildung

1
b— [b(s)dX, fort.
0

1 1
c¢) Was ist die Verteilung von [ b(s) dX, fiir b € L?[0,1] beliebig? Man zeige weiter, dass [ b(s) dX, fiir
0 0

b€ BV C L?)0,1] P-fast sicher mit dem Ité-Integral von b beziiglich X {ibereinstimmt.
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