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Aufgabe 1: Es sei X, ein Submartingal auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (F,,), P). Weiterhin
definieren wir

A, = Z (E[Xp|Fro1] — Xp_1), Ao=0.
k=1

Man zeige: (A,,) ist eine pravisible, monoton wachsende Folge von Zufallsvariablen Die Zerlegung
X=M+A

von X in ein Martingal M und den prévisiblen, monoton wachsenden Proszess A ist P-fast sicher
eindeutig.
Diese Zerlegung heifit die Doob-Zerlegung eines Submartingals.

Aufgabe 2: Es sei X, eine einfache symmetrische Irrfahrt (d.h. X,, = Z?:l Y; mit
PY;=-1)=P(Y;=+1)=1/2) und f : Z — R eine harmonische Funktion, d.h.

Y (fly)—f@)=0 Vel

Yy€EL: ly—z|=1

Man zeige, dass (f(X,,)), ein Martingal bezliglich der von X, erzeugten Filtration F,, ist.

Aufgabe 3:.Wir betrachten das Folgende Dreiperiodenmodell: (Q, F, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum
mit Q@ = {w;},i=1,...,8, F =2% und P(w;) > 0 fiir alle . Die Filtration F,, ist gegeben durch:

Fo = {0,9},

Fi = o({wi,ws,ws,wi}),

Fo = o({wi,wz, w3}, {wa}, {ws, we}),
F = F

Es sei SY eine risikolose, Zinsfreie Anlage und S eine Aktie mit den Preisen So(wi,ws,ws) = 2,
Sa(wa) = 3, S2(ws,ws) = 6, S2(wr,ws) =7 und S3(w1) = 1, S3(w2) =2, Sz(ws) = 3, S3(ws) = 3,
S3(ws) =5, 3(wg) =7, S3(wr) = 5, S3(ws) = 8. Man bestimme alle dquivalenten Martingalmafie und
berechne damit alle arbitragefreien Preise S; und Sjy.

Bitte wenden



Aufgabe 4: Es seien Y;, i = 1,..., N unabhéngige, zentrierte und identisch verteilte reelwertige
Zufallsvariablen aus £1(£, F, P), die nicht konstant null sind. Weiterhin defininieren wir
Fni=0(Y1,...,Y,) und

Xo = 0
X, = Y Y, n=1..N.
=1

(i) Man zeige, dass (X,,) ein Martingal beziiglich (F,) ist.

(ii) Nun definieren wir die Filtration F,, := o(F,, Xn). Man zeige, dass X,, beziiglich F,, kein
Martingal ist, jedoch

n—1
= 1
k=0
Hinweis: Die Erweiterung der Filtration um den Endwert X kann 6konomisch als Insiderinformation
betrachtet werden, mathematisch handelt es sich um eine Filtrationsvergréofierung.
(iii) Mit der zusétzlichen Information iiber Xy sind nun préavisible Strategien &, moglich, die einen

positiven mittleren Gewinn liefern. Man bestimme eine F,,-préivisible Strategie (£,,) mit [£,] < 1,
die den erwarteten Gewinn E [Zﬁo & X;] maximiert.

Jede Aufgabe 6 Punkte. Zwei zufallig ausgewahlte Aufgaben werden korrigiert und ihre Punktezahl
verdoppelt.



