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Aufgabe 1: Es sei (Ω,F , (Ft), Q1) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, σ, τ zwei Stoppzeiten und Y
eine reellwertige Zufallsvariable. Man zeige:

i) Ist Y Fτ -messbar, so ist Y 1{σ≥τ}bezüglich der σ-Algebra Fσ ∩ Fτ messbar;

ii) Ist Y ≥ 0 nichtnegativ und Q2 ≈ Q1, so gilt

EQ1 [ EQ2 [Y | Fσ ] | Fτ ]1{τ≤σ} + EQ2 [Y | Fτ ]1{τ>σ} = EQ1 [EQ2 [ Y | Fσ∨τ ] | Fτ ];

iii) Auf {σ = τ} gilt
EQ1 [ Y | Fσ ] = EQ1 [Y | Fτ ].

Aufgabe 2: Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Ω = [0, 1], der Borel-σ-Algebra
F = B([0, 1]) und dem Lebesgue-Maß P . Ferner definieren wir für λ ∈ (0, 1) die (konvexe) Familie von
Wahrscheinlichkeitsmaßen

Qλ :=
{

Q ≈ P :
dQ

dP
≤ 1

λ

}
.

Man wähle nun eine geeignete Filtration (Ft)t∈{0,1,2} mit F0 = {∅,Ω}, F2 = F und zeige durch die
Angabe eines geeigneten Paares Q1, Q2 ∈ Qλ sowie einer Stoppzeit σ, dass Qλ im Allgemeinen nicht
stabil ist.
Hinweis: Am einfachsten wählt man F1 = {∅, A, Ac,Ω} für eine geeignete Borel-Menge A und nimmt
Q1 = P .

Aufgabe 3: Es sei H eine diskontierte amerikanische Option mit Zeithorizont T und U die zugehörige
Snell-Enveloppe. Weiterhin sei

τ
(t)
min = inf{n ≥ t : Un = Hn}

die kleinste optimale Stoppzeit nach t. Man zeige die folgende (Rückwärts-)Rekursion für τ
(t)
min:

τ
(t)
min = t1{Ht≥E[ H

τ
(t+1)
min

| Ft ]} + τ
(t+1)
min 1{Ht<E[ H

τ
(t+1)
min

| Ft ]}.

Bitte wenden
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Aufgabe 4: Wir betrachten eine nicht-erreichbare diskontierte amerikanische Option in einem
unvollständigen Mehrperioden-Marktmodell, P = {P ∗ : P ∗ ∼ P, P ∗ risikoneutral} bezeichne die Menge
der äquivalenten Martingalmaße. Mit

U↑
t := ess sup

P∗∈P
UP∗

t = ess sup
τ∈Tt

ess sup
P∗∈P

EP∗ [Hτ | Ft]

bezeichnen wir die obere Snell-Einhüllende von (Ht), ferner sei

πsup(H) := sup
P∗∈P

sup
τ∈T

EP∗ [Hτ ].

Man zeige:

i) (U↑
t ) ist das kleinste P-Supermartingal, dass (Ht) dominiert;

ii) πsup(H) ist der kleinste Betrag, mit dem man die Option zum Zeitpunkt 0 absichern kann (also der
kleinste Betrag, mit dem ein Superhedging möglich ist);

iii) πsup(H) ist kein arbitragefreier Preis für H.

Jede Aufgabe 6 Punkte. Zwei zufällig ausgewählte Aufgaben werden korrigiert und die erreichte
Punktezahl verdoppelt.


