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Aufgabe 1: Es sei (2, F, (F:), Q1) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, o, 7 zwei Stoppzeiten und Y
eine reellwertige Zufallsvariable. Man zeige:

i) Ist Y F.-messbar, so ist Y1{,>rybeziiglich der o-Algebra F, N F, messbar;
ii) Ist Y > 0 nichtnegativ und Q3 =~ @1, so gilt

EQ [ EQ,[Y | Foll Frlir<oy + EQu[Y | Fr N (r50y = EQ, [EQ,[Y | Fovr || Fr |;

iii) Auf {o =7} gilt
EQ,[Y [Fol = Eq,[Y [ F].

Aufgabe 2: Es sei (9, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit 2 = [0, 1], der Borel-o-Algebra
F = B([0,1]) und dem Lebesgue-Mafl P. Ferner definieren wir fir A € (0,1) die (konvexe) Familie von

Wahrscheinlichkeitsmafen
ov={o~r: T <2
AT A =
Man wihle nun eine geeignete Filtration (F;)ico,1,2y mit Fo = {0,Q}, F2 = F und zeige durch die
Angabe eines geeigneten Paares 1, Q2 € Q) sowie einer Stoppzeit o, dass Q) im Allgemeinen nicht
stabil ist.

Hinweis: Am einfachsten wahlt man F; = {0, A, A, Q} fiir eine geeignete Borel-Menge A und nimmt
Q1 =P.

Aufgabe 3: Es sei H eine diskontierte amerikanische Option mit Zeithorizont T' und U die zugehérige

Snell-Enveloppe. Weiterhin sei
7O = inf{n >t : U, = H,}

min

die kleinste optimale Stoppzeit nach ¢t. Man zeige die folgende (Riickwérts-)Rekursion fiir 7

min*

(t) _ (t+1)
Tmin = tl{HtZE[HT(t,Jrl) | Fel} + Tmin 1{Ht<E[HT(t+1) | Fel}-

min min

Bitte wenden



Aufgabe 4: Wir betrachten eine nicht-erreichbare diskontierte amerikanische Option in einem
unvollstindigen Mehrperioden-Marktmodell, P = {P* : P* ~ P, P* risikoneutral} bezeichne die Menge
der dquivalenten Martingalmafle. Mit

U} := esssup Ul = esssupesssup BT [H, | ]
PP reT; PreP

bezeichnen wir die obere Snell-Einhiillende von (Hy), ferner sei

Taup(H) = sup Sleu;EP* [H-].

Man zeige:

i) (U]) ist das kleinste P-Supermartingal, dass (H;) dominiert;

ii) meup(H) ist der kleinste Betrag, mit dem man die Option zum Zeitpunkt 0 absichern kann (also der
kleinste Betrag, mit dem ein Superhedging moglich ist);

iil) meup(H) ist kein arbitragefreier Preis fiir H.

Jede Aufgabe 6 Punkte. Zwei zufallig ausgewahlte Aufgaben werden korrigiert und die erreichte
Punktezahl verdoppelt.



