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Aufgabe 1: Wir betrachten ein vollständiges Binomialmodell (CRR-Modell) mit einer riskanten Anlage
St und einem risikolosen Bond S0

t = (1 + r)t, r > 0. (Die Beschreibung der Auf- und Abstiege erfolgt
wieder via b und a, das äquivalente Martingalmaß ist durch P ∗ = (p∗, 1− p∗) gegeben.) In diesem
Modell ist eine amerikanische Option mit Zeithorizont T durch den diskontierten Payoff

Ht = ht(St) hi : R→ R mit t ∈ {0, . . . T}

gegeben.

i) Man zeige, dass die Snell-Einhüllende UP∗ = (UP∗
t )t∈{0,...T} von H die Gestalt

UP∗
t = ut(St) t ∈ {0, . . . T}

hat, wobei u durch

uT ≡ hT

ut(y) = ht(y) ∨ (ut+1(y(1 + b)p∗ + ut+1(y(1 + a))(1− p∗)) t ∈ {0, . . . , T − 1}

gegeben ist.

ii) Die kleinste maximierende Stoppzeit ist also durch

τmin(ω) = min {t ∈ {0, . . . , T} : ut(St(ω)) = ht(St(ω))}

gegeben. Zerlegen wir {0, . . . , T} × [0,∞) nun in den Fortsetzungsbereich (continuation region) RC

und den Stoppbereich (stopping region) RS durch

RC = {(t, y) ∈ {0, . . . , T} × [0,∞) : ut(y) > ht(y)},
RS = {(t, y) ∈ {0, . . . , T} × [0,∞) : ut(y) = ht(y)},

so können wir τmin darstellen als

τmin(ω) = min {t ∈ {0, . . . , T} : (t, St(ω)) /∈ RC}
= min {t ∈ {0, . . . , T} : (t, St(ω)) ∈ RS}.

Aufgabe 2: Wir betrchten wiederum das CRR-Modell, wobei wir Λt :=
∏t

k=1(1 + Rk), Rk ∈ {a, b}
definieren. T := {τ : τ ist Stoppzeit und τ ≤ T} sei die Menge aller durch T beschränkter Stoppzeiten.
Ferner definieren wir die Funktion π durch

π : [0,∞) → R, y 7→ sup
τ∈T

EP∗

[
(K − yΛT )+

(1 + r)τ

]
.
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i) Man zeige, dass π konvex, monoton fallend und daher auch stetig ist.

ii) Man zeige, dass es einen Wert x∗ ∈ [ K
(1+b)T ,K) gibt, so dass

π(S0)





= (K − S0)+ für S0 ≤ x∗,
> (K − S0)+ für x∗ < S0 < K

(1+a)T ,

= 0 für S0 ≥ K
(1+a)T .

iii) Man zeige, dass in diesem Fall τ ≡ T nun nicht optimal sein muss, obwohl

S0
t+1 = (1 + r)t+1 ≥ (1 + r)t = S0

t für t ∈ {0, . . . , T − 1}

weiterhin gilt. Das heißt, die Überlegungen für die Call-Option aus der Vorlesung greifen im Fall
der diskontierten amerikanischen Put-Option nicht mehr.

Aufgabe 3: Wir betrachten das folgende 2-Perioden Marktmodell: Es sei S0
t ≡ 1 und S0 ≡ 3,

S1(ω1, ω2) = 2, S1(ω3, ω4, ω5) = 4, S2(ω1) = 1, S2(ω2) = 3, S2(ω3) = 2, S2(ω4) = 3, S2(ω5) = 5. Das
Marktmaß ist gegeben durch P (ωi) = 1/5, i ∈ {1, . . . , 5}. In diesem Modell betrachten wir die
diskontierte amerikanische Call-Option Ht = (St − 3)+.

i) Man zeige, dass P ∗ = (p∗1, p
∗
2, p

∗
3, p

∗
4, p

∗
5) = (1/4, 1/4, 1/10, 1/10, 3/10) ein äquivalentes Martingalmaß

ist und berechne die diesbezügliche Snell-Einhüllende UP∗
t .

ii) Man berechne die minimale und maximale optimierende Stoppzeit für den Käufer.

iii) Man zeige, dass UP∗
t für t < 2 nicht das minimale Investitionskapital für den Käufer ist, um die

Option von t bis 2 abzusichern. Man begründe, warum dies nicht den in der Vorlesung gezeigten
Resultaten widerspricht.

Jede Aufgabe 8 Punkte. Zwei zufällig ausgewählte Aufgaben werden korrigiert und die erreichte
Punktezahl mit 1,5 multipliziert.


