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Aufgabe 1:

a) Es seien X und Y m-dimensionale Zufallsvektoren definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F, P), wobei X beschrénkt ist (bezliglich einer beliegbigen Norm auf R™) und Y P-integrierbar
mit Ep[Y] = 0. Sei auflerdem Fy eine Teil-o-Algebra von F. Folgt aus X Fy-messbar auch
Ep[X Y] =07

b) Es sei (2, F, (Ft)ieqo,...7}, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (Y;) ein
(Ft)-Supermartingal. Man zeige, dass wenn Ep[Yr] =Y} gilt, Y sogar ein Martingal (beziiglich der
Filtration (F;) und dem Mafl P) ist.

Aufgabe 2: Es sei (2, F, (F¢)ieqo,...}, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, (Y;) ein stochastischer
Prozess mit Y; € £1(Q, F, P) fiir alle t € {0,...,7} und 7 eine (F;)-Stoppzeit. Man zeige, dass wenn Y’
die Doob-Zerlegung Y; = M; — A, besitzt, die Doob-Zerlegung von Y7 durch Y = M] — A] gegeben ist.

Aufgabe 3: Es sei (Q,F, (Ft)ieqo,...1}, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, (Y;) ein stochastischer
Prozess mit Y; € £1(Q, F, P) fiir alle t € {0,...,7} und U die Snell-Einhiillende von Y mit
Doob-Zerlegung U, = M; — A;. Ferner betrachten wir die zufélligen Zeiten

Tmin : 2—{0,...,7T}, wr—min{t€{0,...,T} : U(w) = Ye(w)};
Tmax : 2—{0,...,T}, wr—inf{t€{0,...,T} : Ep[Ui11 — U|Fi](w) £ 0} AT.

Hierbei beachte man, dass inf () := co. Dies ist die kleinste (respektive grofite) Stoppzeit, die den
Erwartungswert von Y; unter P maximiert. Man zeige:

1) Tmin und Tmax sind Stoppzeiten;
i) Tmax =inf{t €{0,..., T —1} : A;4q1 # 0} AT P-fast sicher;
iii) fiir jede {0,...,T}-wertige Stoppzeit gilt A7 = 0 P-fast sicher genau dann, wenn 7 < Tax.

Aufgabe 4: Wir betrachten das folgende Wiirfelspiel. Ein/e Spieler/in darf maximal N mal wiirfeln
und gewinnt mit jedem Wurf, der keine Fiinf liefert, genau so viele Euro zu seinem/ihrem Vermogen
(Anfangsvermogen 0) hinzu, wie viele Augen der Wiirfel zeigt. Wiirfelt er/sie jedoch eine Fiinf, verliert
er/sie das ganze Vermogen und muss das Spiel aufgeben. Man berechne die minimale und maximale
Stoppstrategie, die den erwarteten Gewinn maximiert.

Jede Aufgabe 6 Punkte. Zwei zufallig ausgewahlte Aufgaben werden korrigiert und die erreichte
Punktezahl verdoppelt.



