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Jan Peter Schafermeyer recently made the rigidity community
aware of the work of Hilda Pollaczek-Geiringer who published
some papers on 2- and 3-dimensional trusses in the 1920’s and
30’s. [9, 10]; [4].

While Laman’s paper has no bibliography, Hilda cites

e F6ppl [!] for stress/motion

e Mobius [0] for initiating the study of exceptional frameworks
e Mohr [/] for geometrically studying exceptional frameworks,
e Miiller-Breslau[](6 points on a conic),

e Frobenius [/] for a theorem on determinants

e Kdtter [ ] for rigid frameworks on few edges

e Liecbmann [ /] for exceptional frameworks and their determi-
nant

e Schur [ 1] for 1-extension.



M Notwendig und hinreichend datiir, daf ein Fachwerk von £ Knoten und
(2 k — 3) Stiben brauchbar sei, ist, daB es kein Teilsystem von ! Punkten

; | (4=<l<<k) enthilt, die durch mehr als (21— 8) »innere« Stibe mit einander
Title Page .
verbunden sind.

L > Jedes komplette anhaufungslose ebene Fachwerk ist brauchbar.

] ]
A framework on k vertices and 2k — 3 edges has an in-
=N finitesimally rigid realization if and only if it contains no sub-
framework on [ vertices, 4 < [ < k and more than 2] — 3
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_ Note: There is a difference between rigidity and infinitesimal
L rigidity. Rigidity may be achieved with fewer edges [].
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Gibt es in einem kompletten F; eine Anhéufung von ! Punkten, d. h,
ein Teilsystem von (=4 Punkten, das um ¢ > 0 mehr als 27— 38 innere Stibe
enthilt, so gibt es auch eine Gruppe von m=k—1 Punkten, dieum ¢ weniger
als 2m dufilere und innere St&be enthilt.

If a framework on k vertices and 2k — 3 edges contains an [-
subset A of vertices spanning 2[ — 3 + p edges, then there also
exists an m-subset B of vertices such that 2m — p edges have
an endpoint in B, where m = k — [.



The proof of the main theorem proceeds by induction on the
number of vertices and uses a combinatorial lemma and a kine-
matic lemma.

Inlemna [P | Wenn es in einem anhiufungslosen Fi® (»>0) ein Punktetripel 1, 2, 8
gibt, so daB jedes der drei Punktepaare (1, 2), (1,3), (2,3) des Tripels einem
kompletten System angehidrt, etwa (1,2) einem Ss, (1,3) einem S;, (2,3) einem

Title Page | S1, so gibt es auch ein komplettes System S, dem alle drei Punkte 1, 2, 8
angehiren.

<« » 7 Aus einem starren kompletten #,—; erhilt man ein starres komplettes
% wenn man einen beliebigen Stab (m, n) herausnimmt, — dies ergibt ein
Fiy® — und dann an drei solche Punkte 1, 2, 3 die durch Herausnahme von
(m, n) eine gegenseitige Beweglichkeit erlangt haben, einen drei-stibigen

< > Knoten k so anhingt, das blo8 % nicht aufeinem gewissen Kegelschnitt dem

g g g

sogenannten »gefihrlichen Ort« von k, den man in Fi,() einzeichnen kann, zu
liegen kommt (Abb. 12).
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Generalization of the main theorem to mechanisms.

Lemma:

In ein anhiufungsloses Fi, dem » Stibe fehlen, kann man stets
v Stiihe 8o einziehen, dafi das entstehende F. wieder anhsiufungslos ist.

An independent edge set on k vertices and size 2k — 3 — v may

be augmented by v edges to a rigid and independent set on the
same vertex set.



Home Page |
Titke Page | Characteristic for the plane

« | » Wenn in einem anhﬁu—fungslosen F), dem » Stibe fehlen, irgenci zwel
Punkte starr verbunden sind, so gibt es stets ein komplettes System, dem sie
angehdren. :

R Minimally dependent edge sets are rigid.

Poge 10722 | Not true in higher dimensions.
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Algebraic interpretation:

wmme mrvem mmvm e e e m—m= b wmemm e e e — = -~ & — A

Home Page | In der Matrix von 2k—3 Zeilen und 2k Kolonnen der Fachwerks-
gleichungen (4) verschwindet dann und nur dann keine (2k— 3) reihige

Determinante identisch, wenn es in dieser Matrix keine Gruppe von

: p(p<<2k—3) Spalten gibt, in der alle Flemente gleich Null sind, welche
Title Page | diese p Spalten mit mehr als (2k— 3) —p Zeilen gemeinsam haben.

“ | » In a rigidity matrix with 2k — 3 rows and 2k columns no 2k — 3
sub-determinant is identically zero if and only if there is no p-
I set of columns (p < 2k — 3) where all elements are zero which

S these p columns have in common with more than (2k — 3) —p
iz | TOWS.

 Gosak | Frobenius [’] A determinant of order n some of whose elements

are zero and the others independent variables is identically equal

i Soeen | to zero if and only if there exists at least a group of p rows in

which more than n — p columns contain all zeros.
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Frobenius didn’t think highly of graph theory:
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Laman []’s motivation:
“ | » ...If definitions are given at all they tend to excel by ambiguity

and obscurity. For the purpose of this paper clear definitions are
R indispensable. That is why we give new definitions of skeletal
iz | structure and of (infinitesimal) rigidity.
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Ry e combinatorial proof that triangulations of the sphere are
rigid.
I e augmentation of 3D Henneberg moves
Page 15 o 22| e some practical examples
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Henneberg and Hilda moves

Home Page

Title Page

44

44

S
'
()
©
~
[
&
a

Go Back

Full Screen

Close

Quit



Hilda’s examples
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