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Kapitel 1

Mafdtheoretische
Grundlagen

Bevor wir richtig in die Wahrscheinlichkeitstheorie II einsteigen, miissen wir da-
zu zuerst die dafiir erforderlichen Grundlagen (das heifit die mafitheoretischen
Grundlagen) betrachten. In diesem Kapitel werden hauptséchlich wichtige Defi-
nitionen und Sétze aus ,,Maf- und Integrationstheorie“ behandelt, welche zum
Teil auch in der Analysis vorkommen. Zur weiterfithrenden Lektiire empfiehlt
es sich, auch die Veranstaltung ,,Maf}- und Integrationstheorie* zu besuchen.

1.1. o-Algebren und Mafle

Definition 1.1.
a) Eine o-Algebra ist ein System 2 von Teilmengen von 2 mit
(i) Qe
(i) AeA= A°:=Q\A €,
(iii) (A,) Folge von Mengen aus A = |J A, € A.

b) Ein Maff auf einer o-Algebra 2 ist eine Abbildung p : 2 — [0, 00| mit
folgenden Eigenschaften:

(i) p(®) =0
(ii) o-Additivitdt:
(A,,) Folge paarweiser disjunkter Mengen aus 24

o)
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Bemerkung 1.2.

1.

2.

Die Mengen (Elemente) aus 2 heiflen 2A-messbar (kurz: messbar).

o-Algebren sind ,,abgeschlossen® beziiglich aller endlichen und abzahl-
bar unendlichen Mengenoperationen (Vereinigung, Durchschnitt, Diffe-
renz, symmetrische Differenz).

Der Durchschnitt beliebig vieler o-Algebren in (), ist wieder eine o-Algebra
in Q.

Triviale o-Algebren:
Ql::{®79}
PB(2), das System aller Teilmengen von Q (Potenzmenge von )

(2,20 und (Q,2, p) heilen messbarer Raum bzw. Mafsraum . p heiit

endlich (unendlich), falls u(2) < co (= 00). p heifit o-endlich, falls eine
Folge (E,) 2-messbarer Mengen existiert mit F,, T Q und u(E,) < oo fir
alle n.

Ein Maf§ p mit p(2) = 1 heilit Wahrscheinlichkeitsmafs. (2,2, u) heifit
dann Wahrscheinlichkeitsraum. Wahrscheinlichkeitsmafie werden iiblicher-
weise mit P bzw. P bezeichnet.

Satz 1.3. (Stetigkeit von MajfSen beziiglich monotoner Mengenfolgen) Gegeben
seien ein Mafraum (2,2, u) und eine Folge (A,,) 2A-messbarer Mengen. Dann
gelten folgende Aussagen:

(1) An T A= p(An) T p(A);
(ii) A, | A und p(Ap,) < oo fir ein ng = u(Ay,) | n(A).

Definition 1.4. Sei € ein System von Teilmengen von (2. Dann wird mit

o(€):= m A

ADE
A—o—Algebra

die kleinste & umfassende o-Algebra bezeichnet. Sie heifit die von € erzeugte
o-Algebra; € wird Erzeuger genannt.

Beispiel 1.5.

1.

Sei (A;);cs eine Familie von o-Algebren in €. Ihre Vereinigung ist im
Allgemeinen keine o-Algebra.

V2, =a(lJ2)

JjedJ JjeJ

Bezeichung;:
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2. Sei € := {{w} : w e N} das System aller einpunktigen Mengen

= 0(€¢) = {ACQ: Aoder A° hochstens abzihlbar }
das heifit

o(€) {: P(Q), falls Q abzihlbar

# P(Q), falls Q iiberabzihlbar

3. Seien E ein topologischer (oder metrischer) Raum
O g das System aller offenen Teilmengen von E,
¢ das System aller abgeschlossenen Teilmengen von E.
Bp =B(E) :=0c(Og) heiit dann die Borel-o-Algebra in E.

Die Elemente von B heiflen Borelmengen. Es gilt

U(DE) = O'(CE)

4. Spezialfall: Seien E = R?, B9 := B(R?).

d
Sei auBerdem 7y := { X (a;,b;] : a1,b1,...,aq,bg € R} das System aller
i=1

achsenparallelen Quader.

Es gilt
BERY) = o(7).
=1:Jo:={(—00,a]:a € R} und J; :={(a,b] : a < b}.
Dann gilt

Definition 1.6. Ein System ¥ von Teilmengen von 2 heif3t Dynkin-System,
falls gilt

a) 0 e Y
b) Aect) = A e

c) Fiir eine Folge (A,,) paarweise disjunkter Mengen aus Y gilt UA, € .

Beispiel 1.7.
1. Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System.

2. Der Durchschnitt beliebig vieler Dynkin-Systeme (in 2) ist wieder ein
Dynkin-System.

3. Seien p und v Mafle auf (2,20) und () = v(Q) < oo, dann ist
M:={AecA: u(A) =v(A)} ein Dynkin-System.
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Beweis. € € 9 ist klar. Sei nun A € 9, dann gilt
p(A) = p(Q) — p(A) = v(Q) —v(A) = v(A9),

also ist auch A° € M. Fiir eine Folge (A,,) paarweise disjunkter Mengen aus I
gilt dann mit der o-Additivitdt ()

n(JAn) = > (An) A;WZV(An) = v JA4n),

n

also gilt |J A,, € M. O

Definition 1.8. Sei € ein beliebiges System von Teilmengen von (). Dann wird

mit
d(€) = N Y

YO E
¥ Dynkin-System

das kleinste & umfassende Dynkin-System bezeichnet. Es wird das von € er-
zeugte Dynkin-System genannt. € ist sein Erzeuger. € heifit N-stabil, falls gilt:

A Be¢=— ANBeccC
Satz 1.9. Sei U ein Dynkin-System. Dann gilt:
Yo — Algebra < Y N —stabil

Satz 1.10. (Haupsatz iber Dynkin-Systeme)
Sei € ein N-stabiles Mengensystem. Dann gilt:

Beispiel 1.11. Mafle sind durch ihre Werte auf N-stabilen Mengensystemen ein-
deutig festgelegt. Genauer:
Sei (£2,2) ein messbarer Raum, sowie g und 9 auf A mit u(A) = ¥(4) < o
gegeben. Sei aulerdem € ein N-stabiler Erzeuger der o-Algebra 2.
Dann gilt:

w(A) =9(A) firalle Ae €= pu=71.

Beweis. M = {A € A : p(A) = ¥(A)} ist ein Dynkin-System. Dann gilt mit
dem Hauptsatz tiber Dynkin-Systeme (x)

MDE=MDdE) = o) =1,

das heif3t 9t = 2, das bedeutet wiederum, dass o = 9. O

Im zweiten Teil dieses Abschnitts wollen wir uns nun mit der Konstruktion von
Maf$en befassen.
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Definition 1.12.

a) Ein System 7y von Teilmengen von ) heifit Semiring, falls
(i) 0ey
(ii) A, BeYy=ANBec7Y
(i) A,B € 7Y und A O B = es existieren paarweise disjunkte
Cl,...,Cm € ’let A\B: U C;.
i=1

b) Ein System 2( von Teilmengen von € heifit Algebra, falls
(i) Qe
(i) AeA= A
(iii) Ag,...,Aped= |J A; e
i=1

Beispiel 1.13.
1. Jede o-Algebra ist eine Algebra und jede Algebra ist ein Semiring.

2. Das System 7Y der achsenparallelen Quader aus Beispiel 1.5 bildet einen
Semiring

Sei € ein beliebiges Mengensystem und p : € — [0, 0o] eine beliebige nichtnega-
tive Mengenfunktion. Dann heift u o-endlich, falls eine Folge (E,,) von Mengen
aus € exisitiert mit F,, T Q und u(E,) < oo fiir alle n.

w heiflt o-additiv, falls fiir eine beliebige Folge (A,,) paarweise disjunkter Mengen
aus € mit (J A4,, € € gilt:

p(JAn) = 3 (An).

Satz 1.14. (Fortsetzungssatz von Carathéodory)

Sei fi emne o-endliche und o-additive Mengenfunktion auf einem Semiring 7Y
mit 1(0) = 0. Dann besitzt i genau eine Fortsetzung zu einem Maf$ u auf der
o-Algebra o (7Y ).

Beweis. Existenzbeweis nichttrivial; zur Einzigkeit vergleiche Beispiel 1.11. [
Anwendung 1.14a). (Erste Beispiele)

1. Das Lebesgue-Mafi A auf (R?, 9B%) ist das einzige Mafl auf B¢, welches
achsenparallelen Quadern ihre Elementarvolumen zuordnet.
(Nichttrivial: o-Additivitét auf 7y)

2. Verteilungen auf (R,B).
Eine Funktion F': R — [0, 1] heiit Verteilungsfunktion, falls
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(i) F nichtfallend;
(ii) F rechtsstetig;
(iii) lim F(x)=0und lim F(z)=1.

xr— — 00 xr——+00

Jedem Wahrscheinlichkeitsmafl p auf (R, B) ordnen wir die Funktion
F,(z) := p((—o0,z]), x € R,
1.

Satz 1.15. Die Zuordnung p —— F), ist eine Bijektion zwischen der Menge der
Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R,B) und der Menge der Verteilungsfunktionen.

Beweis. Ubungsaufgabe; schwierig hierbei ist die Surjektivitit zu zeigen, was
mit Hilfe des Fortsetzungssatzes von Carathéodory geschieht. O

1.2. Mef3bare Abbildungen

Definition 1.16.

a) Seien (2,2) und (©',2') messbare Rdume. Eine Abbildung f : Q —— ¢
heifit A-A'-messbar (kurz: messbar), falls

fHA) et fiir alle A" € 2.
b) Sei wieder (£2,2) ein messbarer Raum. Eine Abbildung f : Q — R heifit
A-messbare Funktion, falls sie 2A-B-messbar ist.

c) Seien R := RU{—oco}U{oc0} die erweiterte Zahlengerade und die zugehérige
Borel-o-Algebra gegeben durch 8 := o (BU{—oco}U{cc}). Eine Abbildung
f: Q — R heifit messbare numerische Funktion, falls sie A-B-messbar
ist.

Fiir jedes A € 2 ist die Indikatorfunktion 14 messbar.

Satz 1.17. (Messbarkeitskriterium)
Gegeben seien messbare Riume (Q,24) und (', "), ein Erzeuger & von A’ (das
heifit o(€') =A") sowie eine Abbildung f : Q — Q. Dann gilt

fist A — A — messbar < f~1(A) €A  fiir alle A’ € €.

Beweisidee.
o, t : : 1
, =" trivial.
: “.

F={A e : f71(A) € Aist eine o-Algebra, was noch selbst nachzupriifen
ist. Dann gilt:

QE/ g Sl = Ql/ — O'(QE/) g Sl,
das heifit §’ = 2. Damit ist f messbar. O
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Bemerkung 1.18. Die Mengen (—oo, ), x € R, erzeugen die o-Algebra B (und
die o-Algebra 98). Deshalb ist eine Abbildung f: Q@ — R (f : @ — R) genau

dann eine messbare Funktion (messbare numerische Funktion), wenn
{f<z}={weQ: flw)<z}eA fiir alle x € R.

Satz 1.19. (Messbarkeit und Grenziiberginge) Gegeben seien ein messbarer Raum
(Q,2A) und eine Folge (f,) messbarer numerischer Funktionen auf Q. Dann sind

inf f,, sup f,, liminf f,, limsup f,
n n n—0o0 n— 00

ebenfalls messbare numerische Funktionen. Ezistiert f(w) := lim f,(w) fir alle

w € ), so ist f ebenfalls eine messbare numerische Funktion.

Beweis. Z.B.:
o {inff, <z}=U{fn<z}ed fir alle z € R.
n n S———

cA

e lim inf = lim igf fn, das heifit igf fn T liminf f,, fiir m T oo

= {liminf f,, <z} ={ inf f, < 2} fiiralle z € R.
O

Satz 1.20. (Messbarkeit und algebraische Operationen) Gegeben seien ein messba-
rer Raum (,2) sowie messbare Funktionen f und g auf Q. Dann sind auch

af (e eR), fxgqg, f-g, f/g (falls g(w) # 0 fir alle w) messbar.

Satz 1.21. (Komposition messbarer Abbildungen) Gegeben seien messbare Rdume
(Q;, ;) (mit i = 1,2,3). Sind f : Q1 — Qo und g : Qo — Q3 Ay Ay-messbar,
bzw. As-As-messbar, so ist go f : Qy — Q3 eine Ay -A3z-messbare Abbildung.

Satz 1.22. (Messbarkeit und Stetigkeit) Gegeben seien topologische Riume (E,9)
und (E',9D") sowie eine Abbildung f : E — E’. Dann folgt aus f stetig, dass f
B(E)-B(E')-messbar ist.

Beweis. Anwendung des Messbarkeitskriteriums (Satz 1.17) fiir den Erzeuger
O’ von B(E'):

VG e O fYG) e O CB(E), da f stetig ist.

Ist f eine messbare (numerische) Funktion, so sind auch f* = max(f,0),
f~ =max(—f,0) und |f| = f* + f~ messbare (numerische) Funktionen.

Bezeichnungen. Sei 0 eine Menge, (€2',2’) ein messbarer Raum und f eine
Abbildung mit f : Q — '. Dann heifit o(f) := f~1) := {f71(A): A e A’}
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die von f erzeugte o-Algebra. Fiir eine Familie von Abbildungen (f;)icr, fi :
Q — Q heiBt o(fi;i € 1) := V,;ey 1) die von den Abbildungen f;, i € I,

erzeugte o-Algebra.

Anschaulich ist o(f;;i € I) die kleinste o-Algebra in 2, beziiglich der alle Ab-
bildungen f;,7 € I, messbar sind.

1.3. Lebesgue-Integral

Als Vorraussetzung fiir diesen Abschnitt sei (2,2, 1) ein Mafiraum.

Eine Funktion f : Q@ — R heifle elementar, wenn sie 2A-messbar ist und nur
endlich viele Werte annimmt. Eine solche Funktion besitzt eine Darstellung

F=> aily, (1.1)
=1

mit aq,...,a, € Rund Ay,..., A, € 2 paarweise disjunkt (disjunkte Darstel-
lung).

Integral nichtnegativer elementarer Funktionen:

[fan=Y ama) e .0l
=1

Vereinbarung: 0 - oo = 0.

Satz 1.23. Zu jeder nichtnegativen messbaren numerischen Funktion f : Q — R
existiert eine Folge (f,) nichtnegativer elementarer Funktionen mit f, T f.
Beweis. Man nehme

n2™

fr = Z(k: = 127" g (p—1y2-n<p<ra—ny + nllrzny
k=1

Integral nichtnegativer messbarer numerischer Funktionen:

Sei f : Q — R nichtnegativ und A-B-messbar. Dann existiert eine Folge (f,)
elementarer Funktionen mit 0 < f,, T f. Man definiert

/fdu = nlirgo/fndue [0, o).

Man beachte hier, dass der Limes existiert, da 0 < [ f, dp < [ fnt1 dp.
Beziiglich der Korrektheit der Definition ist die Unabhéngigkeit des Grenzwertes
von der konkreten Approximationsfolge (f,,) noch nachzuweisen.
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Integral messbarer numerischer Funktionen:

Sei f : © — R eine messbare numerische Funktion, f = fT — f=, [ fTdp,
[ f~ dp haben wir bereits definiert.
Ist eines der beiden Integrale endlich, so existiert

[tan=[srau- [ £ duel-oc.o0)

Die Funktion f heifit p-integrierbar, falls beide Integrale endlich sind, das heifit

falls
/|f|d,u:/f+d,u+/fdu<oo.

Fiir beliebige A € U setzt man

A/fdu ~ [1as du

Elementare Figenschaften des Lebesque-Integrals:

Seien A € A, o € R, f und g p-integrierbare Funktionen. Dann gilt
(i) J1adu = p(A);
(ii) af p-integrierbar und [afdy=a [ fdpu  (Homogenitét);
(iii) f + g p-intgerierbar und [(f +¢g)du= [ fdu+ [gdp  (Addidivitit);
(iv) f<g= [fdu< [gdu (Monotonie);
(v)
Beweis. Ubungsaufgabe. 0

| [ fdu| < [|fldp  (Dreiecksungleichung).

Definition 1.24. Eine Menge N € 2 heifit u-Nullmenge, falls u(N) = 0. Man
sagt, eine Eigenschaft fiir die Elemente w € Q gelte p-fast dberall (p-f.d.), falls
die Ausnahmemenge eine Teilmenge einer p-Nullmenge ist.

Beispiel 1.25.

1. Mefibare Teilmengen und abzéhlbare Vereinigungen von p-Nullmengen
sind wieder pu-Nullmengen

2. Seien f,g und f,, messbare numerische Funktionen. Dann gelten folgende
Aussagen:

f = gup-fast iiberall < pu(f#g9)=0
fn 1 fu-fast iiberall < {weQ: fi(w)<fo(w)<...und f(w)=limf,(w)}
ist eine pu-Nullmenge
S fn < faor1 p-f3.Vn und f = lim f, p-f.
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Satz 1.26. Seien f und g messbare numerische Funktionen auf (2,20). Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ezistiert [ fdp und ist f = g p-fast iberall, so existiert auch [ gdp und

/de:/ng-

(ii) Ist f >0 und [ fdu=0, so ist f =0 p-fast iberall.

(i) Ist f >0 und [ fdp < oo, so existiert eine messbare Funktion
f =g p-fast iberall und

1 — 10,00) mi
/ 0 00) tffduzfgdu-

Bemerkung 1.27. Ist f : [a,b] — R Borel-messbar und Riemann-integrierbar,
so stimmt f[a b fdX\ (X Lebesgue-Maf auf [a, b]) mit dem klassischen Riemann-

Integral fab f(x)dx {iberein.

Beweis. Ubungsaufgabe. Zum Beweis benutzt man die Definition des Riemann-
Integrals iiber Ober- und Untersummen sowie die Konvergenzsitze aus Ab-
schnitt 1.5. [

1.4. Bildmafle

Fiir diesen Abschnitt seien die messbaren Raume (£2,2) und (E, &) sowie eine
Abbildung f : 2 — E gegeben.

Satz 1.28. Flir jedes Maf p auf (2,20) wird durch
v(B) = u(f~(B)) =u(f € B), Beg,
ein Maf$ v auf (E, &) definiert.

Definition 1.29.Das Ma8 v heifit Bild des Mafles p beziiglich f (kurz: Bildmaf)
und wird mit p o f~! bezeichnet.

Satz 1.30. (Transformationssatz fiir Bildmafe) Sei g : E — R eine messbare
numerische Funktion. Dann gilt:

Das Integral [ gdp o f=1 ezistiert genau dann, wenn das Integral [go fdu
existiert. Ist dies erfiillt, so gilt

/gdu0f1=/90fdu-
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n
Beweisidee. Sei g = >, (;1p, nichtnegativ und elementar. Dann ist
i=1

gof = iﬁz‘ﬂf—l(&)
und /QOfdu - iﬁm(fl(Bm
_ imuofl)wo
— /gduof‘l. O

1.5. Konvergenzsitze

Vertauschung von Integration und Grenziibergang

Fiir diesen Abschnitt sei (2,2, 1) ein Mafiraum und f, und f seien messba-
re numerische Funktionen auf (€, 2).

Satz 1.31. (Satz iiber monotone Konvergenz) Sei f, eine Folge nichtnegativer
Funktionen mit f, T f p-fast dberall. Dann gilt

Oﬁ/fnduT/fdu.

Folgerung 1.32. (Satz von Beppo Levi) Sei f, > 0 fiir alle n. Dann folgt

daraus
/and,UJ:Z/fnd:u
Man beachte: 0 < i fe 1 ioj fr-
k=1 k=1

Satz 1.33. (Lemma von Fatou) Sei f, eine Folge nichtnegativer Funktionen.
Dann gilt

/lim inf f, dp < lim inf/fn du.

Satz 1.34. (Satz von Lebesque iiber majorisierte Kovergenz) FEs gelten die
folgenden Vorraussetzungen:

(i) lim f, = f u-fast diberall;

(ii) es existiere eine u-integrierbare Funktion g : Q — R mit |f| < g u-f.i. fir
alle n (also eine integrierbare Majorante).
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Dann sind fn(n € N) und f p-integrierbar und
lim [ f,du= /f dpu.

Achtung: Ist p endlich, so kénnen konstante Funktionen g als integrierbare Ma-
joranten dienen (Satz von Lebesgue iiber beschrinkte Konvergenz).

1.6. Produktmafl und Mehrfachintegrale

Seien (1,21, p1) und (Qo,2As, o) o-endliche MaBiraume. Wir definieren das
Produkt dieser Mafirdaume

(Q,Ql, “) = (Qlagtl?”l) ® (927Ql2alu2)

wie folgt:
Q = Ql X QQ;
A = Ay @Az (Produkt-c-Algebra)

die vom Semiring Y := {A; x Ay : A1 € Uy, Az € As}
erzeugte o-Algebra;
poo= 1 ® pe (Produktmaf)
dasjenige Maf$ auf A; @ As, fiir das
(A X Ag) = u1(Aq) - pa(Az) VA € A4, Ay € AUy gilt.

Satz 1.35. Sind py und pe o-endlich, so existiert genau ein Produktmafs iy ®po.

Satz 1.36. (Satz von Fubini) Seien die Mafle j11 und pz wieder o-endlich und
sei f: Q1 x Qo — R eine (A1 ® As)-messbare numerische Funktion.

(i) Ist f >0, so gilt

/ flwi,we) p(d(wr,ws))

Ql XQQ

= / /f(w1;w2)uz(dw2) p1 (dwr)
2

951

= flwi,wa) py(dwr) | po(dws). (1.2)
/ /
Q

Q2

(ii) Sei f p1 ® po-integrierbar, dann gilt Formel (1.2).
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Bemerkung 1.37.

1. Der Satz von Fubini (Satz 1.36) schlieit implizit ein, dass die betrachteten
Ausdriicke wohldefiniert sind. Insbesondere folgt aus der Nichtnegativitit
und aus der 2; ® As-Messbarkeit von f, dass fiir jedes wy € 27 die nume-
rische Funktion wy — f(w7,ws) As-messbar ist und dass
Wy — fQ2 f(wy,w2) po(dws) Aj-messbar ist.

Im Teil b) kann es passieren, dass [ f(w1,ws) p2(dws) auf einer py1-Nullmen-

ge von Punkten w; € 5 nicht existiert. Dort ersetzt man dann das Integral
durch 0.

2. Die p1 ® po-Integrierbarkeit von f in b) kann man oft durch Anwendung
von a) auf | f| nachpriifen.

3. Fir f =14, A € Ay @Ay, liefert die Aussage a) eine explizite Darstellung
des Produktmafles.

4. Das Produkt von Mafiriumen und der Satz von Fubini lassen sich durch
vollstdndige Induktion leicht auf endlich viele o-endliche Mafirdume aus-
dehnen. Etwas Miihe bereitet dabei der Nachweis des Assoziativgesetzes

(11 ® p2) @ pg = p1 @ (2 @ p3).

1.7. Absolutstetigkeit von Maflen

Sei (€2,2) ein messbarer Raum. Sind u ein Maf auf (€,2) und f : Q — R eine
nichtnegative 2-messbare numerische Funktion, so wird durch

v(A) = [ fdu, Ae (1.3)
/

ein Mafl v auf (©,2() definiert.

Beweisskizze.

v(0) = 0 ist offensichtlich.

Zur o-Additivitat: Sei (A,,) eine Folge paarweise disjunkter 2(-messbarer Men-
gen, dann ist 1 j 4, =) 14,. Und dann gilt mit dem Satz von Beppo Levi (*)

A = [ S di = 3 [, fin =3 w4,

O

Definition 1.38. Seien u,v Mafle auf (2,2(). Dann heifit das Mafl v absolutstetig
beziiglich des Mafles p (in Zeichen: v < p), falls fiir alle A € A gilt:

W(A) = 0= v(A) =0

(jede p-Nullmenge ist eine v-Nullmenge).
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Das durch 1.3 definierte Maf} v ist absolutstetig beziiglich u, denn aus
w(A) =0 folgt 4 f =0 p-f.i. und damit ist v(A) = 0.

Satz 1.39. (Satz von Radon-Nikodym)

Seien p und v o-endliche Mafe auf (2,2). Dann ist v beziiglich i genau dann
absolutstetig, wenn eine nichtnegative A-messbare Funktion f : Q) — R existiert,
mit

v(A) = [ fdu, Ae
/

Die Funktion f ist p-fast tiberall eindeutig bestimmit.

Definition 1.40. Die u-fast iiberall eindeutige Funktion f im Satz von Radon-
Nikodym heifit Radon-Nikodym-Ableitung (Dichte) von v beziiglich x4 und wird
mit dv/dp bezeichnet.

Folgerung 1.41. Seien pu und v o-endliche MafSe auf (2,2A). Weiterhin sei v
absolutstetig beziiglich p mit Dichte f = dv/du. Dann gilt:

Eine A-messbare Funktion g : Q0 — R ist genau dann v integrierbar, wnn g - f
w-integrierbar ist. Ist dies erfiillt, so gilt

/gduz/gfdu. (1.4)

Beweisidee. Nach dem Satz von Radon-Nikodym gilt (1.4) fiir g = 14, A € 2.
U

1.8. LP-Raume

Im folgenden sei (2,2, 1) wieder ein MaBraum und es gelte p > 1.

Eine 2-messbare Funktion f : Q@ — R heifit p-fach p-integrierbar, falls |f|P
p-integrierbar ist (d.h. falls [|f|P du < o).

LP(pu) = LP(Q,2, ) ist der Raum der p-fach p-integrierbaren Funktionen.
fllp == ([ IfIP du)l/p ist eine Seminorm auf diesem Raum LP.

Diese Seminorm wird zu einer Norm, wenn man zu Aquivalenzklassen beziiglich
f ~g <= f =g p-fast iiberall iibergeht.

Der Raum der Aquivalenzklassen wird mit LP(u) = LP(2, 2, 1) bezeichnet und
ist ein Banachraum. (Siehe dazu auch das Skript zur ,Maf- und Integrations-

theorie®.)

Wichtige Ungleichungen: Seien dazu f, g messbare Funktionen auf (2,2), dann
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gelten die folgenden Ungleichungen:

Hélder-Ungleichung: Seien p und ¢ > 1 mit % + % = 1. Dann gilt

[isslan=( | \flpdu>1/p (/ |g\qd,u>1/q.

Minkowski- Ungleichung: Fiir p > 1 gilt

(/|f+g|pdu>1/p < (/\f|pdu>l/p+ (/ !g|pdu>1/p.

(Dies ist eine Dreiecksungleichung fiir die LP-Norm.)






Kapitel 2

Zufallsvariable und
Unabhangigkeit

2.1. Zufallsvariable und deren Verteilung

Sei fiir diesen Abschnitt (€2, 2, P) als ein Wahrscheinlichkeitsraum vorausgesetzt.

Definition 2.1. Sei (E, ) ein messbarer Raum.

a) Eine 2-&-messbare Abbildung X : Q2 — F heifit E-wertige Zufallsvariable.

b) Das Bildma8l Px := Po X! von P beziiglich der Zufallsvariablen X heifit
Verteilung von X.

Px(B) = P(X~YB)) = P(X € B), fir B € €, definiert ein Wahrscheinlich-
keitsmafl auf dem messbaren Raum (E, €).

Ist X reellwertig (eine Zufallsgrifie), das heifit (E,€) = (R,B), so wird die
Verteilung von X vollstdndig durch die zugehorige Verteilungsfunktion charak-

terisiert:
Fx(-T) = Px((—OO,xD :P<X < ill‘), T ER;

(siche Satz 1.15).

Spezialfille:

a) Diskrete Verteilungen
Sei Px = > -7, pnds, mit paarweise verschiedenen z, € R, p, > 0,

ZZO:ﬂ?n =1
Charakterisierung durch Einzelwahrscheinlichkeiten:

pn =Px({zn}) =P(X = x,), n e N.

Zugehorige Verteilungsfunktion:

FX(:Z:): Z Pn, r €R.

N:xTp>T
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b) Absolutstetige Verteilungen
Es gelte P < A (X Lebesgue-Maf} auf (R, B)).
Nach dem Satz von Radon-Nikodym (Satz 1.39) besitzt Px eine Dichte f
beziiglich A, mit f = dPx /d\, und

IP’(XeB):IP’X(B):/fd)\, Be®.
B

Insbesondere ist

Fx(z) = / fdA =/xf(y)dy , reR

—OO,I]

Ist X ein d-dimensionaler Zufallsvektor (das heifit es gilt (E,¢) = (R, B7))
und bezeichnet aulerdem

’ﬂ'ith — R

(X1,...,2q) +— x;
die Projektion auf die i-te Koordinate (i = 1,...,d), so l&t sich X in der Form
X =(X1,...,X4)

schreiben mit X; :=m 0o X (i=1,...,d).

Behauptung 2.2. X st genau dann ein Zufallsvektor, wenn Xq,..., Xq Zu-
fallsgrofien sind.

Beweis.
”:“:
m; ist stetig und somit Borel-messbar, weshalb X; = m; o X als Komposition
messbarer Abbildungen wiederum messbar ist (i = 1,2,...,d).
7’<:“:
d
Die Quader @Q der Gestalt Q = X (a;, b;] erzeugen B¢ und es gilt
i=1
d d
X7HQ) =X € X(aibi] p = N {Xi € (ai,bi]} €A
1=1 i=1 \—

€2, daX; messbar
Die Anwendung des Messbarkeitskriteriums (Satz 1.17) liefert nun die Behaup-
tung. Ul
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2.2. Erwartungswerte

Als Vorraussetzung fiir diesen Abschnitt sei (€2,2(,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum.

Nun sei X eine Zufallsgrofie (das heifit eine reellwertige Zufallsvariable).
Der Erwartungswert von X ist definiert als

EX = /XdIP,

falls das Integral auf der rechten Seite existiert. Ist X € £(PP), dass heif}t
E|X| < o0, so sagt man X besitze einen endlichen Erwartungswert.

Sei nun weiter (F, ) ein messbarer Raum, X eine E-wertige Zufallsvariable und
¢ : E'— R eine E-messbare Funktion. Dann ist ¢ o X = ¢(X) eine Zufallsgrofie
und (nach dem Integraltransformationssatz (Satz 1.28))

Bo(x) = [poxar= [odpx
Q R

falls eines der beiden Integrale auf der rechten Seite existiert. Insbesondere ist
fiir reellwertige X (und p(x) = )

o0

]EX:Q/Xd]P:/a;IP’X(da:) _ /:IJFX(d:I:) |

R —00
Lebesgue-Stieltjes-Integral

falls eines der Integrale existiert.

Bemerkung 2.3. Die betrachteten Erwartungswerte héngen von der Zufallsgrofie
X nur iiber deren Verteilung Px ab.

Spezialfille:
a) Sei X diskret mit Werten z,, € R und Einzelwahrscheinlichkeiten
pn=P(X =z,)(n €N), dh. Px = anémn.
neN
Ist ¢ : R — R Borel-messbar, so gilt
Blo(0)| = [ loldPx = 3 paliotan)].
neN

Ist dieser Ausdruck endlich, so besitzt ¢(X) einen endlichen Erwartungs-
wert und

]EQO(X) = /QOdPX == an(p(xn)‘

neN
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b) Sei X absolutstetig mit der Dichte f := dPx /dX und ¢ : R — R sei wieder
Borel-messbar. Dann gilt mit Folgerung (1.41) ()

E|p(X)| = / joldPx = / ol - fd

Ist dieser Ausdruck wiederum endlich, so besitzt ¢(X) wieder einen end-
lichen Erwartungswert und

Bo(X) = [pdex = [ far

Bemerkung 2.4. Viele Eigenschaften des Erwartungswertes (z. B. Linearitét,
Holder-Ungleichung, .. .) sind Eigenschaften der Integrale [ ...dP.

Beispiel 2.5. (Cauchy-Verteilung)
Die Cauchy-Verteilung zum Parameter ¢ > 0 ist eine absolutstetige Verteilung

mit Dichte
1 c

@)= v e

f ist tatséchlich Dichte einer Verteilung, da f stetig und somit Borel-messbar
ist, f > 0 gilt und da mit Hilfe des Satzes iiber monotone Konvergenz (x)

fir x € R.

(*) xTr— 00 r—0o0 TT

/fdA = lim /f(y) dy = lim 1 [arctan(%)—arctan(—%) =1

Der zugehorige Erwartungswert existiert nicht:

o) = 2, $H(2) = 20 ) (@), 9~ (2) = (—2)I(_ne0)(x)
’ 1
[ 1o (@) @A) = Jim [ LS dr o,

0

R
da [ 1 % de = £ log(c? + x2)|§ und analog
0

/(_x) I(—oo,0)(x) f(2)A (dz) = o0.

2.3. Konvergenzarten fiir Folgen von
Zufallsgroflen

Wir setzen X,,, X als Zufallsgrofien auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P)
VOraus.
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Besteht eine Eigenschaft fast {iberall beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsmafes,
so sagt man in der Wahrscheinlichkeitstheorie, dass diese Eigenschaft fast sicher

(f.s.) gilt.

Definition 2.6.
a) (X,) konvergiert fast sicher gegen X, falls X,, — X fast sicher, das heif3t
P(X, +» X) = 0.

b) (X,) konvergiert im p-ten Mittel (im LP) gegen X, falls X,, und X € LP
und || X,, — X||, — 0, das heifit

E| X, — X|P -0 firn — co.

¢) (X,) konvergiert in Wahrscheinlichkeit (stochastisch) gegen X, falls fiir
alle € > 0 gilt
lim P(|X, — X| >¢) = 0.
In Zeichen:
x,Bx x, 5x x,%x

Bemerkung 2.7. Die Grenzwerte sind nur P-fast sicher eindeutig bestimmt.

Satz 2.8.
(i) Aus der fast sicheren Konvergenz folgt die Konvergenz in Wahrscheinlich-
keit.
(ii) Aus der Konvergenz im p-ten Mittel folgt die Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit.
Beweis. Siehe Wahrscheinlichkeitstheorie I. O

Beispiel 2.9. Alle anderen Implikationen zwischen den drei Konvergenzarten
sind im Allgemeinen (ohne Zusatzvorraussetzungen) falsch. Sei etwa

(2,2, P) = ([0,1]Bp,1], A) mit A = Xjg 1) Lebesgue-Maf} auf [0, 1]

X2m+k = 22m]1[k27'm7(k+1)27'm] (m < NO, O S k < Qm),
so konvergiert (X,,) in Wahrscheinlichkeit gegen 0, aber (X,,) konvergiert weder
im p-ten Mittel (fiir p > 1) noch fast sicher:

n=2"4+k—00 <= m— 00

0<e<l, P(|Xgmyg|>e)=A(R27", (k+1)27"]) =27 — 0,

m—00

aber
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() [1Xom 4115 =Bl Xom 4P =22mPA((B27, (k+1)27™]) =20-0m — oo,

m—0oQ0

(Wiirde X, £ x gelten, so wére

| Xnllp < || Xn — X||p +|X]||, beschrankt.)
—— e ——

—0 <00

(ii) fiir jedes w € [0,1] findet man eine Teilfolge (X,,, ) mit (X, (w)) — oc.
Also konvergiert (X, (w)) fiir kein w.

Satz 2.10. (Satz von Riesz) Konvergiert (X,,) in Wahrscheinlichkeit gegen X,
so findet man eine Teilfolge (X, ), die fast sicher gegen X konvergiert.

Beweis. Wie wéhlen die Teilfolge (X, ) so, dass
P(X,, —X|>2"F) <27  (k=1,2,...)

gilt. Die Ereignisse A;, = {|X,, — X| > 27%} erfiillen somit > P(4;) < oo.
k

Also ist
N :=limsup A = U ﬂ A

k—oo n 1>k

eine P-Nullmenge. N ist das Ereignis, dass unendlich viele der Ereignisse Ay
eintreten. Fiir w € Q\ N folgt deshalb X, (w) — X(w). Also gilt X,,, — X
P-fast sicher. O

Alle drei Konvergenzarten sind wvollstindig, das heifit jede Cauchyfolge konver-
giert. Wir formulieren dies nur fiir die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Satz 2.11. Sei (X,,) eine Cauchyfolge in Wahrscheinlichkeit, das heifst fir alle
e >0 gilt:

lim P(|X, — X,,| >¢)=0. (2.1)
Dann existiert eine Zufallsgroffe X, so dass (X,,) in Wahrscheinlichkeit gegen
X konvergiert.

Beweis. Wegen (2.1) findet man eine Teilfolge (X, ) mit

P(| Xy — X, >27 %) <27F (k=1,2,...).

Np41
Auf die Ereignisse Ay, = {|X,,,, — Xn,| > 27%} ldsst sich somit das Lemma
von Borel-Cantelli anwenden, weshalb lim sup,,_, ., A eine P-Nullmenge ist. Fiir
w € limsup,,_, . Ay ist aber (X, (w)) eine Cauchyfolge in R. Da R vollsténdig
ist, findet man eine Zufallsgrofle X (Wie steht es um die Messbarkeit von X),
so dass X, — X fast sicher und folglich auch X,,, — X in Wahrscheinlichkeit
gilt.
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Bleibt zu zeigen, dass die gesamte Folge (X, ) in Wahrscheinlichkeit gegen X
konvergiert: Fiir beliebige ¢ > 0 gilt

3 3
P(‘Xn_X|>E)S ]P(|Xn_Xnk-|>§) + ]P(|XTL}€_X|>§)

(. 7 - >

—0, fiir n,k—oo wegen (2.1) —0, fiir k—oo (Konv. in Wkt.)

U
2.4. Unabhéangigkeit von Mengensystemen
Sei fiir diesen Abschnitt (€2, §,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Ereignisse A1,..., A, € § heiflen unabhdingig, wenn fiir beliebige 1, ...,%, mit

1<iy < <i, <ngilt
P(A;, N---NA;) = P(A;,) - P(4;).

Eine Familie (A4;);c; von Ereignissen heifit unabhéngig, wenn je endlich viele
dieser Ereignisse unabhéingig sind.

Definition 2.12.

a) Teilmengen €;,..., ¢, von A mit Q € &; (i =1,...,n) heilen unabhéngig,
wenn fiir beliebige A; € €4,..., A, € €, gilt

P(AN...A,) =P(A;) - P(A,).

b) Eine Familie (&;);c; von Teilmengen von 2 mit Q € &; fiir alle i € I heifit
unabhéngig, falls jeweils endliche viele dieser Mengensysteme unabhéngig
sind.

Die Unabhéngigkeit von €; und &, driickt man symbolisch durch Il aus.

Satz 2.13. Sei (&;);c; eine Familie von N-stabilen Teilmengen von A mit Q € €;
fir alle i € I. Falls dann die Teilmengen (&;);cr unabhingig sind, dann sind
auch (0(&;))ier unabhingig.

Beweis. Sei 0.B.d.A. I = {1,...,n} endlich. Wir betrachten die Aussagen
(Hy) P(A1N---NA,) =P(Ay)---P(A,) gilt fiir
A € U(Qfl), LA € O'(ka),Ak_H € ka—l—l,---,An € ¢,
mit (k=0,1,...,n). Nach Vorraussetzung gilt (Hp), zu zeigen ist (H,,).
Wie beweisen dies mit nun Induktion iiber .
Sei also (Hy) fiir ein k mit 0 < k < n erfiillt.
Sei V) :={B € o(Ers1) : PAN--NANBN AN -NA,)
= P(Ay)P(Ag) B(B) P(Ags2) -+ P(Ay)
fiir alle A; € 0(€y),..., A € o (&),
Ak+2 - €k+27 cee ,An - @n}
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Es geniigt zu zeigen, dass ¥ ein Dynkin-System ist. Da &, C ¥ und wegen
der N-Stabilitdt von €y folgt mit dem Hauptsatz iiber Dynkin-Systeme

0(Cri1) = d(Epyr) €U, dh. (Hpyq) ist erfiillt.
¥ ist ein Dynkin-System, denn () € 19, da Q€ &,y

Bel® = PAIN --NANBNAgan --NA,)
= PAIN--NANQANApianN... Ay)
—P(A1N---NANBNA2N---NA,)
= P(A1) - P(Ax) P(Q) P(Aps2) - - - P(An)
—P(A1) -+ P(Ag) P(B) P(Ag2) - - P(An)
= P(Ay)--P(A) P(B)P(Apt1) - (An), dh. B e V.

Analog folgt fiir eine Folge (B,,) paarweise disjunkter Ereignisse aus ¥ mit der
o-Additivitiat von P, dass |J B,, € 7. O

Folgerung 2.14. Sei (A;)ic; eine Familie unabhingiger Ereignisse. Dann sind
auch die o-Algebren {¢, A;, AS,Q}, i € I, unabhingig.

Beweis. Man wende den vorherigen Satz (Satz 2.13) auf die Mengensysteme
¢ :={A4;,Q}, fiiri € I, an. O

Satz 2.15. Seien €&; C A, fir i € I, sowohl unabhdngig als auch N-stabil und
sei Q € €; (fir alle i € I1). Weiterhin sei (Iy)rex eine Familie von paarweise
disjunkten Teilmengen der Indexmenge I. Dann sind auch die Mengensysteme

o ( U Cflz-) fir k € K, unabhdngig.
i€l

Beweis. Sei (‘/‘3; das Mengensystem, welches aus allen endlichen Durchschnitten
von Ereignissen aus &;, i € I, besteht (fiir k£ € K ). Dann sind die Mengensy-

steme €&;, k € K, sowohl unabhéngig, als auch N-stabil und es gilt
a(@) :a<U in>.
i€l
Die Behauptung folgt nun unter der Verwendung des Satzes 2.13. U

Satz 2.16. (0-1-Gesetz von Kolmogorov)
Sei (2,,) eine Folge unabhingiger Teil-o-Algebren von A und sei As,, == \/ A,.

Dann ist die Tail-o-Algebra

oo
T := ﬂ Q[Zm
m=1
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trivial, das heisst, dass fir alle A € T gilt:
P(A) =0 oder P(A) = 1.

Deutung: Eine Zufallsevolution mit unabhéngigen Ausgéingen zu verschiedenen
Zeitpunkten 2, enthélt die Ereignisse, die nur vom Geschehen zum Zeitpunkt
n abhéngen.

2>, enthélt die Ereignisse, die nur von der zukiinftigen Entwicklung ab dem
Zeitpunkt m abhéngen.

T ist die o-Algebra der Ereignisse, die nur vom Geschehen in der unendlich
fernen Zukunft abhéangen.

Beweis. Sei A<, == \/ ;. Satz 2.15 liefert uns
i=1

Ay LA 4 fiir alle m = A<y LT fir alle m (da 7 C As,y,)

S oo
Satz:>2.15 \:/ - 77}11 A LT

n=1

=  TLUT (daTC\/ ),
n=1

das heift fiir alle A € T gilt P(AN A) = P(A), also ist P(A)? = P(A), weshalb
P(A) = 0 oder P(A) = 1 gelten muss. O

Beispiel 2.17. (Illustrationsbeispiel)

1. Zum Lemma von Borel-Cantelli:
Sei (A,,) eine Folge unabhiingiger Ereignisse. Dann sind die von diesen
Mengen erzeugten o-Algebren 2, := {0, A,, AS,Q} unabhingig (Folge-
rung 2.14). Also ist nach dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov die Tail-o-

Algebra
T := ﬂ \/ A,
m=1n=m
trivial. o e
Da A :=limsup A, = (| U A, € T, ist somit P(A) = 0 oder P(A) = 1.

n— oo m=1n=m

2. Zum starken Gesetz der groflen Zahlen:
Sei (A,) eine Folge unabhéngiger (und identisch verteilter) ZufallsgroBen.
Angenommen, es gilt

1 n
lim — Z X, =Y fast sicher.
1=1

n—oo M

Dann ist Y fast sicher konstant. Tatséchlich, die o-Algebren o(X,,), mit
n € N, sind unabhéngig, weshalb nach dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov
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die Tail-o-Algebra 7 := ) \/ o(A,) trivial ist. Fiir beliebige m € N

m=1n=m

ist
1 n
Y= lim — X;.
Jim 2
Also ist Y beziiglich der o-Algebra \/ o(X,,) messbar. Da dies fiir belie-

bige m gilt, ist Y auch 7T-messbar.

Wegen der Trivialitét von T folgt die Behauptung. (Wire Y nicht fast si-
cher konstant, so gibe es ein ¢ € R mit 0 < P(Y < ¢) < 1; man betrachte
zum Beispiel die Verteilungsfunktion von Y'.)

2.5. Unabhingigkeit von Zufallsgroflen

Sei fiir diesen Abschnitt mit (€2, 2, P) wieder ein beliebiger Wahrscheinlichkeits-
raum vorgegeben.

Aus der Definition der Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen ergibt sich sofort
die nachstehende Behauptung.

Behauptung 2.18. Sei I eine nichtleere Indexmenge. Fiir jedes i € I sei X;
eine (E €;)-wertige Zufallsvariable auf dem Raum (2, 2A,P). Dann gilt:

Die Famile (X;)icr von Zufallsvariablen ist genau dann unabhdngig, wenn die
Familie (0(X;))ier der von ihnen erzeugenten o-Algebren unabhingig ist.

Satz 2.19. Seien X und Y zwei unabhdngige Zufallsgrofien.
(i) Sind X,Y >0, so gilt

E(X -Y)=EX -EY. (2.2)

(ii) Sind X,Y € LY(P), so ist auch X - Y € LY(P) und die Behauptung (2.2)
gilt ebenfalls.

Beweis.

() Da X und Y unabhingig sind, sind auch die o-Algebren o(X) sowie o(Y")
unabhingig (Behauptung (2.18)). Die Behauptung (2.2) gilt fiir nicht-
negative elementare o(X)- bzw. (Y )-messbare ZufallsgroBen X und Y.
Tatséchlich, ist

X = Za’i]lAi mit Al,...,AmGU(X>
=1

umdY = > il mit By,..., B, €0(Y),
j=1
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so erhélt man da E(1l4,1p,) = P(4; N By) e P(A;) P(B;)

E(XY) = i zn: a;3; - E(1a,15,)

i=1 j=1
= Zaiﬁj : E]lAi : E]lBj
=1
_ (Z aiE]lAi> > B;iElp,
i=1 j=1
— EX-EY.

Nach Satz (1.22) existieren elementare o (X )- beziehungsweise o(Y)-messbare

Zufallsgroflen X, und Y,, mit 0 < X,,, T X sowie 0 <Y, TY. Es gilt
E(X,, - Y,) =EX,, - EY,.

Die Behauptung (2.2) folgt nun mit dem Satz {iber monotone Konvergenz
(Satz 1.29) fiir m T oo und n 1 oc.

(i) Da X und Y unabhéngig sind, sind auch |X| und |Y| unabhéngig
(Da o(|X|) € o(X), o(|Y]) € o(Y)). Also folgt mit (i)

E(X]-IY]) = E[X]-E]Y] < oo,

das heifit X -Y € £!(P). Der Rest der Behauptung (ii) folgt aus (i) durch
Zerlegung von X und Y in Positiv- und Negativteil.

O
Charakteristische Funktion einer Zufallsgrofie X:
X x (1) =Ee"™X, fiirt € R.
Folgerung 2.20. Sind X und Y wunabhdngige Zufallsgrifien, so gilt

XX+Y = Xx Xy~

Beweis. Aus der Unabhingigkeit von X und Y folgt, dass e®*¥X und e®*¥ un-
abhingige komplexwertige Zufallsvariablen ( o(e!X) C o(X), o(e®®Y) C o(Y))
sind. Also folgt mit Satz 2.19 b), dass

XX-|-Y(t) — E(eitX . eitY) — EeitX ‘EeitY — XX (t) . XY (t)
Das Problem der Komplexwertigkeit von X und e lisst sich entweder durch
eine Verallgemeinerung des Satzes 2.19 oder durch Zerlegung von X und e

in Real- und Imaginérteil 16sen. 0J
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Satz 2.21. Seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem Raum (R, *B).
Dann wird durch

(4#v)(B) = / V(B — o) (dx) = / u(B — y)v (dy), fir B € B,

ein Wahrscheinlichkeitsmafl px v auf (R,B) definiert.

Beweis. Sei also B € 8. Dann ist die Funktion

f(xay) = ﬂB('CC +y) = ]lB—x(y) = ]lB—y<x)7 mit (xay) € RQ?
B ® B(= B?)-messbar und der Satz von Fubini (Satz 1.34) liefert uns

/ V(B — ) (dx) = / (B — y)w (dy) = / s ( + y) (e ® v) (dlz,9). (23)

Wendet man nun auf das letzte Integral den Satz von Beppo Levi (Folgerung
1.30) an, so sieht man, dass p * v ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. i

Bemerkung 2.22.
1. p*v heit Faltung von p und v.
2. Esgilt pxv=wvx*pu.

3. Sind g und v diskret (absolutstetig), so folgen aus Satz 2.21 die Faltungs-
formeln fiir Einzelwahrscheinlichkeiten (Dichten) aus Wahrscheinlichkeits-
theorie I.

Satz 2.23. Sind X und Y unabhdngige Zufallsgrofien, so gilt fiir deren Vertei-
lung

(i) Pixy)y =Px @ Py  sowie
(i) Pxyy = Px x Py.
Beweis.
(1) Fiir beliebige By, By € B gilt mit Hilfe der Unabhéngigkeit ()

P(X’y) (Bl X BQ) = P((X, Y) € By x Bg)
HD(X € B,Y € Bg)
— P(X€B)-P(Y € By)

—~
*
~

Px(B1) - Py (Bs)
(PX X ]Py)(Bl X B2)

Das bedeutet P(x y) und Px ® Py stimmen auf einem N-stabilen Erzeuger
von B ® B = B? {iberein. Also sind beide Mafle identisch (siche Beispiel
1.11).
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(1) Mit dem Integraltransformationssatz (Satz 1.28) folgt fiir beliebige B € B:
Px+y(B) = ]E]IB(X—‘[-Y)

= / Ip(@ +9)P(xy) (d(x,y))

RZ

- R[]IB(:::—FQ)(PX @ Py) (d(z,y))






Kapitel 3

Bedingte
Wahrscheinlichkeiten und
bedingte Erwartungswerte

3.1. Klassischer Begriff

Sei fiir diesen Abschnitt (2,2, P) wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Fiir B € 20 mit P(B) > 0 wird durch

P(AN B)

P(A|B) := “FB)

fir A € A,

ein Wahrscheinlichkeitsmafl P(-|B) auf (Q,2() definiert, die bedingte Wahr-
scheinlichkeit gegeben B. Der bedingte Erwartungswert gegeben B wird als Er-
wartungswert beziiglich P(-|B) definiert:

E[X|B] := /Xd]P’( -|B), mit X € L(P(-|B)).

Behauptung 3.1. Ist X € LY(P), so ist X € LY(P(-|B)) und es gilt

E(X1p)
EX|B| = ———.
XIB] = 5
Beweisidee. Die Behauptung gilt fiir X = 14, mit A € 2. O

Wegen
P(A|B) =E[14|B], mitAec%,

kann die bedingte Wahrscheinlichkeit als ,,Spezialfall“ des bedingten Erwar-
tungswertes angesehen werden.
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Sei By, ..., B, eine endliche messbare Zerlegung von 2 mit P(B;) > 0 fiir
i=1,...,r (das heifit By,...,B, € A, BiNB; =0 (fir i # j), U B; = Q).

1=1
Sei auflerdem
S"Z: U(Bl,...,Br) Q A
die endliche o-Algebra mit den ,,Atomen* By, ..., B,. Fiir X € £}(P) definieren
wir dann

E[X|§)(w) = E[X|B)], fallswe B
S EX|BIIs () (31)
und fiir A € 2, -
P(AIF) = E[14/3]= ﬁ;mei)nBi.

Interpretation. Wir wissen bereits, welche der Ereignisse aus § eingetreten sind.

a) Ist w € Q das bei unserer Beobachtung eingetretene Elementarereignis
und w € B; (das heifit B; ist eingetreten), so ist P[A|F |(w) die (bedingte)
Wabhrscheinlichkeit von A unter dieser Zusatzinformation.

b) Entsprechend ist E[X|F](w) der (bedingte) Mittelwert von X gegeben
dieser Zusatzinformation.

Behauptung 3.2. Unter den obigen Vorrausetzungen gilt
(a) EX[3] € L}(P);
(b) E[X|F] ist §-messbar;
(¢) E(Ls E[X[§]) = E(14X), fiir A € 5.
Beweis. Aus
—~ E[X1,]

E[XR] = ;E[XIBAHBZ- Beh. 3.1 &< P(B;) 1

ergeben sich sofort die Aussagen (a) und (b). Zum Beweis von (c) sei A € §,
d.h.
A= U B, fiir eine Indexmenge J C {1,2,...,r}.
=
Dann ist

BLEX[F) =YY “5ar E(X1s)



3.2. Abstrakter Begriff 37

3.2. Abstrakter Begriff
Sei (Q, 2, P) wieder ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 3.3. Gegeben seien eine Zufallsgrife X € L1 (P) und eine Teil-o-Algebra
S von A. Dann existiert eine P-fast sicher eindeutig bestimmte Zufallsgrifie Y
mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Y € L}(P);

(i) Y ist §-messbar;

(iii) E(14Y) = E(14X), mit A € .
Beweis.

a) FEzistenz von Y: Sei zunéchst X > 0. Dann wird durch
Q(A) :=E(14X) mit A € 5,
ein endliches Maf§ @ auf (£2,2) definiert. Wegen
Q < Plz (Einschréankung von P auf §)

existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym (Satz 1.39) eine nichtnegative
$-messbare Zufallsgrofie Y mit

Q(A) = /YdIP’\g = /YdIP’, mit A € §.
A A
Diese Zufallsgrofie besitzt die gewiinschten Eigenschaften:
EY = Q(Q) = EX < oo, das heifit Y € £'(P).

Die §-Messbarkeit von Y gilt nach Definition von Y. Um (éii) zu zeigen,
sei A € §. Dann folgt

E(1,Y) = /de _ Q(A) = E(1,X).
A

Der allgemeine Fall X € £(P) folgt hieraus durch die Zerlegung von X
mit X = X+ - X".

b) P-f.s. Eindeutigkeit von Y: Sind Y7 und Y zwei Zufallsgrofien, welche
die Eigenschaften (i)-(iii) erfiillen, so ist ¥ := Y7 — Y5 §-messbar und
Y € £Y(P) und wegen (iii) gilt fiir alle A € F:

E(14Y) = 0.
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Insbesondere gilt fiir jedes n € N:
0=El y>ipy s
- EHYy>S = n’’
das bedeutet, dass {Y > 1} eine P-Nullmenge ist. Dann sind auch
{v >0} = U{Y > 1} sowie {Y < 0} P-Nullmengem, und das heifit Y = 0

fast sicher.

g

Definition 3.4. Die fast sicher eindeutig bestimmte Zufallsgrole Y aus dem Satz
3.3 heift bedingte Erwartung von X gegeben § und wird mit E[X|F | bezeichnet.
Fiir A € A heifit

PlA[] := E[14[5]
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben §.

Der bedingte Erwartungswert E[X|F] wird somit durch folgende Eigenschaften
charakterisiert:

a) E[X[§] € £(P);
b) E[X|F] ist §-messbar;
c) fir alle A € § gilt
E(ILE[X[F]) = E(14X).

Bemerkung 3.5. Mit der ,iiblichen Approximationsprozedur® zeigt man, dass
die folgende Eigenschaft dquivalent zu c) ist:

c) Fiir jede §-messbare Zufallsgréfie Y mit X - Y € £1(P) gilt
Y -E[X|F] € LY(P) und

E(Y - E[X[§]) = E(Y - X).

(Ubungsaufgabe; man verwende zusiitzlich die Eigenschaften (i) und (v) aus
dem nachstehenden Satz.)

Satz 3.6. (Fundamentaleigenschaften bedingter Erwartungen) Gegeben seien
die Zufallsgrofien X, Y € LY(P) sowie die Teil-o-Algebren § und %) von 2.
Dann gilt:

(i) ElaX + BY|§] = oE[X|F]| + SE[Y|F] fast sicher (fir o, 3 € R)
(Linearitdt)

(i) Aus X >Y fast sicher folgt E[X|§]| > E[Y|F] fast sicher
(Monotonie)
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(iii) Ist Y F-messbar, so qilt EY|F] =Y fs. . Ist zusdtzlich X - Y € L1(P), so
gilt weiter
E[X -Y|F] =Y -E[X|§] fast sicher (3.2)

(Messbare Faktoren)
(iv) Fir C§ gilt
E[E[X[§]|9] = E[[X|D]|F] = E[X|] fast sicher
(Turmeigenschagt)

(v) |E[X[S]] < E[[X][T] fast sicher
(Dreiecksungleichung)

(vi) Sind o(X) und § unabhdngig, so gilt B[ X|§] =EX fast sicher

(vii) Sind X,, und X Zufallsgrifsen mit X,, — X fast sicher und | X,,| <Y fast
sicher fiir ein Y € LY(P), so gilt

E[X,|§] — E[X|F] fast sicher und E[X|§] € L' (P)
(Majorisierte Konvergenz)

Beweis.

(i) Z := aE[X|F]+ BE[Y|F] gehort zum L£1(P) und ist F-messbar. Aulerdem
gilt fiir jedes A € §:

E(142) = oE[14 E[X|F]] + FE[14 E[X[F]]
=aE(14X)+ B(14Y) =E(14 (X + 5Y)).

Folglich ist Z = E[aX + Y|F] f.s. (Nach Satz 3.3 und Definition 3.4).

(i) Nach Vorrausetzung ist Z := E[X|§] — E[Y|F] o E[X — Y|§] §F-messbar

und
E(142) =El4(X —Y) >0, fiir alle A € §.

Hieraus folgt:

1
Z > 0 fast sicher (Definiere A, :={Z < ——} € §),
n

1
0 <E(la,2) < —~ B(A,) = P(4,) = 0, fiir alle n

={Z <0} = UA" ist eine P-Nullmenge.
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(iid)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

Nach Definiton des bedingten Erwartungswertes gilt die Eigenschaft (3.2)
fir Y = 1, mit B € §:
Z := 1gE[X|F] ist F-messbar und € L}(P). Fiir beliebige A € § gilt:
E(142) = E(14 o g EIXI§]) = E(Ling - X) = E(1L4 - (15.X)),

——

€5
das heifit Z = E[lp - X] fast sicher. Im allgemeinen Fall ist Z := Y E[X|§]
S-messbar und nach Bemerkung 3.5 im £!(P).

Fiir jedes A € § ist deshalb

E(142) E(Y -E[ls-X[§] = E(Li(X-Y)),

(3.2) fﬁrTY =14¢ Bem. 3.5
und das heifit, dass Z = E[XY|§] fast sicher

Da E[X )] 9-messbar ist, ist E[X|§ ]| auch F-messbar (Man beachte dabei
2 C §). Deshalb folgt aus (iii) sofort

E[E[X|F]|§] = E[X|§] fast sicher
Fiir jedes A € 9) ist auch A € § und deshalb

E(LEIXIF]) =, E(la-X) = E(LEX[3])

Da E[X|)] zudem 2)-messbar und € L£1(P) ist, fillt somit E[X|Q)] fast si-
cher mit dem bedingten Erwartungswert der Zufallsgrofe E[X |§ ] gegeben
5)) zusammen.

Mit X = X+ — X~ und mit X* < |X]| folgt die Behauptung aus der
Linearitdt und Monotonie des bedingten Erwartungswertes.

7 :=EX ist trivialerweise §-messbar und € £'. Fiir jedes A € § sind 14
und X unabh#ngig und folglich unkorreliert, weshalb

E(ly-Z) =Els-EX = E(1, - X)
gilt. Also ist Z = E[X|§] fast sicher

L!-Konvergenz:

EE[X,[§] - EX|3]] < EE[X, - X|[§] =E[X, - X[ — 0 nach
dem Satz von Lebesgue il'lber die majorisierte Konvergenz

(Man beachte | X,, — X| — 0 fast sicher und |X,, — X| < 2Y fast sicher).

fast sichere Konvergenz:

Y, :=supgs, |[ Xk — X| —0fs.und 0 <Y, <2Y.

E[Y,|3] 1Y fiir ein Y und [E[Y,[F]| < 2B[Y||F] < 2E[|Y]] < o0
Nach dem Lemma von Fatou und dem Satz von Lebesgue gilt
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EY <liminfE[E[Z,|§]] = 0, das heifit Y = 0 fast sicher.
N00 e’

=EZ,
Hieraus folgt wegen

die Behauptung.

O

Satz 3.7. (Jensensche Ungleichung) Gegeben sei eine Zufallsgrofie X € L1(IP)
sowie eine Teil-o-Algebra § von A. Dann gilt fiir jede konvexe Funktion ¢ mit
o(X) € LY(P) die Ungleichung

(EIXIF]) < E[p(X)[3] P-fast sicher
Beweis. Ubungsaufgabe. 0

Beispiel 3.8. (Optimale Approximation im quadratischen Mittel)

Seien X € £2(P) und § eine Teil-o-Algebra von 2 (welche die uns zur Verfiigung
stehende ,, Information® enthlt).

Aufgabe: Man approximiere X moglichst genau durch eine §-messbare Zufalls-
grose Y (deren Wert Y (w) sich mit der vorhandenen , Information“ aus w € Q
gewinnen ldsst).

Genauer: Man 16se das Variationsproblem

I:=inf {E(X —Y)?: Y F-messbar und Y € L*(P)}.

Lésung: Dieses Infimum wird fiir Y = E[X|§]| angenommen und dieser Mini-
mierer ist P-f.s. eindeutig bestimmt. Auflerdem ist I = EX? — E (E[X|F])2.

Beweis. Sei Y F-messbar und Y € £2(P). Dann ist
E(X - EX[S))(Y - E[X[F]) =0. (3.3)

Tatséchlich, mit den Rechenregeln fiir bedingte Erwartungen folgt

E(X -EXBEDY -EX|§]) = EREX-EXF)EY -EX[S])F]
, = E(Y ~ ELXIS]) - ELX — E[XIS5)) = o
§-messb. —E[X|§]~E[X|§]=0

Hiermit erhalt man

EX-Y)" = E((X-EX[) - -EX[3])

o EX-EXIF)?+E( - EIX[F])?
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wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn Y = E[X|F ] fast sicher gilt. Dies ist der

gesuchte Minimierer, da E[X |§ ]| F-messbar ist und im £2?(P) liegt. Letzeres folgt

mit der Jensenschen Ungleichung (Satz 3.7) fiir die konvexe Funktion ¢(z) = x2:

EE[X|F])? <EE[X?F] =EX? < co.

Auflerdem ist da E(X - E[X|F]) = EE[X - E[X|F] ] = E(E[X]|F])?
—_——

S-messb.

I = E(X-E[X|§])> = EX? - 2E(X - E[X[§]) + E(E[X|§])’
— EX? - E(E[X|§])>

g

Definition 3.9. Seien X € L£!(P) und Y eine Zufallsvariable mit Werten in
einem beliebigen messbaren Raum. Dann definiert man den bedingten Erwar-
tungswert von X gegeben Y durch

E[X|Y] := E[X|o(Y)].

Analog definiert man fiir A € Q) die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben
Y durch
P(A|Y) :=P(Alo(Y)).

Bemerkung 3.10. Fiir mehrere Zufallsvariablen Y7, ..., Y, definiert man entspre-
chend
E[X|Y1,...,Y,] = E[X|o(Ys,...,Y,)]

Lemma 3.11. (Faktorisierungslemma) Sei Y eine Zufallsvariable mit Wer-
ten in einem beliebigen messbaren Raum (E,€). Dann existiert zu jeder o(Y)-
messbaren Zufallgrifie Z eine Py -fast sicher eindeutig bestimmte messbare Funk-
tion ¢ : E — R mait

Z =poY.
Beweis.
1° Ezistenz von :
Ist Z = Y aillp, elementar, so sind By,...,B, € o(Y)={Y~}(C): C € &}.
k=1

Folglich existieren C1,...,C, € € mit By = Y1(Cy) mit (k =1,...,r), und die

Behauptung ist fiir
T
p=> ol
k=1

erfiillt. Tatsdchlich, ¢ ist E-B-messbar und es gilt

@ o Y = Zak(ﬂck o) Y) = Zak]ly—1(ck) =Z.
k=1 k=1
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Der allgemeine Fall folgt mit der , iiblichen* Approximationsprozedur.

20 Py -fast sichere Eindeutigkeit von ¢ (wobei Py =PoY ~1):
Seien ¢1 und @y zwei Funktionen mit den gewiinschten Eigenschaften und sei
=1 — 2. Dann ist || oY = [¢p o Y| = 0 und somit

0= / || o Y dPP und mit dem Integraltransformationssatz = / || dPy-.
E
Q

Hieraus folgt v = 0 Py-fast sicher und somit ¢; = @9 Py -fast sicher. O

Im Folgenden seien X € £1(P) und Y eine (E, €)-wertige Zufallsvariable. Dann
ist E[X|Y] eine o(Y)-messbare Zufallsgrofie. Nach dem Faktorisierungslemma
existiert eine Py -fast sicher eindeutig bestimmte messbare Funktion ¢ : £ — R
mit

EX|Y]=poY.

Definition 3.12. Fiir y € F wird ¢(y) mit E[X|Y = y] bezeichnet und bedingter
Erwartungswert von X gegeben Y = y genannt. Entsprechend definiert man
P(AlY =vy).

E[X|Y = -] ist somit eine auf E definierte messbare Funktion mit

E[X|Y =] oY = E[X]|Y] P-fast sicher

Durch die Eigenschaften ist E[X|Y = -] Py-fast sicher eindeutig festgelegt.

3.3. Regulire bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sei § eine beliebige Teil-o-Algebra von 2.

Frage: Kann man fiir jedes A € A eine Version P(A|F ) der bedingeten Wahr-
scheinlichkeit von A gegeben § finden, so dass P(-|§)(w) ein Wahrscheinlich-
keitsmaf ist fiir P-fast alle w € Q.

Zunéchst kann man mit majorisierter Konvergenz (Satz 3.6 (vii)) zeigen, dass
eine Art ,fast sichere o-Additivitéit“ gilt. Fiir jede Folge (A, ) paarweise dis-
junkter Mengen aus 2 ist

P (U An|8> = P(An[§) P-fast sicher (3.4)

Im Allgemeinen existieren jedoch diberabzihlbar viele solcher Folgen (A,,), deren
Ausnahme-Nullmengen in (3.4) voneinander verschieden sein kénnen. Die Ver-
einigung dieser Ausnahmemengen braucht deshalb im Allgemeinen keine Null-
menge mehr zu sein.

Die gestellte Frage ldsst sich dennoch in grofler Allgemeinheit positiv beantwor-
ten.
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Definition 3.13. Gegeben seien messbare Réume (E, €) sowie (F,§). Eine
Abbildung
K: Exg§—R

heifit Markov-Kern von (E, &) nach (F,§), wenn folgendes gilt:
a) VAeF: K(,A) ist eine E-B-messbare Funktion auf E;
b) Vx € E: K(x,-) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (F,F).

Satz 3.14. Sei Q) ein vollstindiger separabler metrischer Raum (,Polnischer
Raum*) versehen mit der Borel-c-Algebra Bq. Weiterhin seien P ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf (Q,Bq) und § eine Teil-o-Algebra von Bg. Dann exi-
stiert ein Markov-Kern K von (Q,§) nach (Q,Bq) mit

/K(w, A)P(dw) = P(AN B) (fir A € Bg und B € F). (3.5)

Beweis. Siehe zum Beispiel Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie, Satz 44.3. [J

Definition 3.15. Sei § eine Teil-o-Algebra von 2.
a) P(-|F) heiit bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben §, wenn gilt:
(i) VAed: P(A|F) ist eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit
von A gegeben gF;
(ii) Vw € Q:  P(-|§)(w) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (£2, ).
b) Sei weiter Y eine Zufallsvariable mit Werten in einem messbaren Raum
(E, €).

P(-|Y = y) heilit requlire bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben Y = y (mit
y € E), falls gilt:

(i) VAe A: P(A]Y = y) ist eine Version der bedingten Wahrschein-
lichkeit von A gegeben Y = y;

(ii) Yy e E:  P(-|Y =y) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (€2,%).

Die zugehorigen requldren bedingten Erwartungswerte definiert man als Integrale
beziiglich dieser reguliiren bedingten Wahrscheinlichkeiten: Fiir X € £!(IP) setzt
man

EY|§]|(w) = /X P(do|F )(w), fiir w e Q,

und E[X|Y =y](w) = /X P(dolY =y), firye E.

Man priift leicht nach, dass dies tatséichlich (spezielle) Versionen bedingter Er-
wartungswerte sind.
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Satz 3.16.

(i) Seien Q2 ein Polnischer Raum, Bq die Borel-o-Algebra in Q und P ein

Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2,Bq). Dann existiert zu jeder Teil-o-Algebra
§ von Bq eine regulire bedingte Wahrscheinlichkeit P( - |§).

(i) Sei zusdtzlich Y eine Zufallsvariable auf (2,Bq,P) mit Werten in einem

Polnischen Raum (E,Bg). Dann ezistiert eine requldre bedingte Wahr-

scheinlichkeit P(-|Y =).

Beweis.

(4)

(i)

Der Markov-Kern K aus Satz 3.14 besitzt die gewiinschten Eigenschaften:
Fiir alle A € 2 ist K (-, A) F-messbar und im £!. (3.5) ist dann gleichbe-
deutend damit, dass fiir alle B € § gilt

ElpK(-,A) =Elg - 4.

Also ist K(-|A) eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit von A ge-
geben §. Ausserdem ist K (w,-) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2,Bg)
fiir alle w € 2.

Beweisskizze:

Q:=Qx FE ist polnisch mit B5 = Bo @ Bg.

Sei nun 7y : Q — E mit mo(w,y) = y die Projektion auf die zweite Koordi-
nate und sei Q das Bild des Mafies P beziiglich der messbaren Abbildung
Q35w (w,Y(w)) € Q. Dies ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, B5).
Nach Behauptung a) existiert eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit
Q[ - | ). Fiir jedes A € By ist (w,y) — Q[A|m2)(w, y)

o(mg) = {2 x B : B € Bg}-messbar und hingt folglich nicht von w ab
(selbsténdig zu untersuchen ist hierbei, warum dies gilt).

Wir definieren

K(y,A) := Q(A x E|m2)(w,y) (mity € E und A € Bg)

und zeigen, dass dies die gewiinschte regulidre bedingte Wahrcheinlichkeit
ist.

K(y, A) ist eine o (m2)-messbare Funktion von (w, y) und damit B g-messbar
als Funktion von y. Ausserdem ist K (y,-) ein Wahrscheinlichkeitsmaf fiir
jedes y € E. Also ist die Zufallsgrofe K (Y, A) o(Y)-messbar und im £ (IP).
Zu jedem B € o(Y) existert ein C' € B mit B =Y ~1(C) und mit Hilfe
des Integraltransformationssatzes (%) sowie der Definition der bedingten
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Wahrscheinlichkeit (xx) gilt

ElpK(Y, A) loxo(w,Y(w)) QA x E|me](w, Y (w)) P(dw)

- /ﬂmc Q[A x E|m](@)Q(dw) (2 x C € a(m))
Q
— QUAXE)N(@xC))

= QUxC) = o P(ANY~1(0))

= P(ANB) (fiir A € Bg und B € o(Y)).

Also ist K (-, A) oY eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit von A
gegeben Y (mit A € Bgq).

g

Satz 3.17. Seien X und Y Zufallsvariablen mit Werten in einem messbaren
Raum (E, €) bzw. (F,§). Weiterhin sei H : E X F — R eine € ® F-B-messbare
und beschrdnkte Funktion. Dann gilt fiir den requldren bedingten Erwartungswert
E[-|Y =] bzw. E[-|X =] (falls dieser existiert)

EH(X, V)Y =y] = E[H(X,y)|Y =y fir Py-fa.yeF (3.6)
und
RHXYY] = (E[HX,5)Y]),_y Pfs (3.7)

Beweisidee fiir (3.7).

1° Die Aussage gilt fiir H = Iy« p (fir A € € und B € §):
Ip(Y)E[M4(X)|Y] = 1p(Y)P[X~1(A)]Y] ist eine Version des beding-
ten Erwartungswertes von laxp5(X,Y) = 14(X) - 15(Y) gegeben Y. Da
P[- Y] eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit ist, gilt fiir alle y,w

15(y) PLX~(A)Y](w) = E[1a(X) 15 ()Y ](w)

und folglich

E[lLaxp (A, Y)[Y] = (Elaxp(X,9)[¥Y]),_y

2° Die Menge U := {Ce€xF: (3.7 gilt fuir H = 1} ist ein Dynkin-
System und wegen 1° folgt mit dem Hauptsatz iiber Dynkin-Systeme, dass
= ¢ R § ist.

3° Der allgemeine Fall folgt mit der ,iiblichen“ Approximation.
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Bemerkung 3.18. Die Beschriinktheit von F' kann durch F(X,Y) € L1(P) ersetzt
werden. Dann existiert EH (X, y) im Allgemeinen nur fiir Py-fast alle y € F und
E[H (X,y)|Y] muss auf einer Nullmenge durch 0 ergéinzt werden (wie beim Satz
von Fubini).

Satz 3.19. Seien X und Y unabhdingige Zufallsvariablen mit Werten in einem
messbaren Raum (E,€) bzw. (F,F). Weiterhin sei H(X,Y) € L1(P). Dann gilt

EH(X, Y)Y =y] = E[H(X,y)] fir Py-fast alle y € F (3.8)
und
EHX, Y)Y] = (EH(X,y)]),—y P-fs (3.9)

Beweisidee fiir (3.9).
Fir H = l44«p (mit A € € und B € §) gilt

E[H(X,Y)[Y] ™ 1p(Y)E[L(X)[Y] = 1p(Y)ELi(X)

= (E(Ma(X)15(Y)) =y = (EH(X,y)),_y -

Die Verallgemeinerung auf ,,beliebige* H geschieht analog zum Beweis des vor-
herigen Satzes. O






Kapitel 4

Martingale in diskreter Zeit

4.1. Filtration und Stoppzeiten

Sei (€2, §,P) fiir diesen Abschnitt ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 4.1. Eine Folge F = (F,,)nen, von Teil-o-Algebren von § mit
S0 € 51 € 2 C ... heiit Filtration. Das Tupel (0, §, F, P) heiit dann filtrierter
Wahrscheinlichkeitsraum.

Interpretation: §, enthélt die Ereignisse, deren Eintreten (oder Nichteintreten)
durch Beobachtung bis zum Zeitpunkt n festgestellt werden kann (enthélt die
,Information®, die bis zum Zeitpunkt n bekannt ist).

Definition 4.2. Sei (2, 3§, (§5), P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Folge X = (X,,) von Zufallsvariablen auf (2, §,P) heifit dann adaptiert an die
Filtration F = (§,), falls X,, §,-messbar ist fiir alle n € Ny.

Ist (X,,) eine Folge von Zufallsvariablen auf (2, §,P), so wird durch
3 = 0(Xo, X1,...,Xn), n € No,

eine Filtration FX = (§X) definiert. Diese Filtration heifit die von X erzeugte
Filtration (auch kanonische Filtration genannt). Dabei handelt es sich offenbar
um die ,kleinste“ Filtration, an die X = (X,,) adaptiert ist.

Interpretation: Die Filtration F:X enthilt genau die ,,Information“, die durch
Beobachtung der Folge X bis zum Zeitpunkt n gewonnen werden kann.

Wir definieren Ny := Ny U {oo}.

Definition 4.3. Sei Q, S, (§n),P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Abbildung 7 : Q — Ng heifit Stoppzeit, falls

{r<n}eg, firalenecN,

gilt.
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Interpretation: Stoppzeiten sind nicht vorgreifende zuféllige Zeiten. Das heif3t,
um zu entscheiden, ob 7 bis zum Zeitpunkt n eingetreten ist, geniigt es die
zufillige zeitliche Entwicklung bis zum Zeitpunkt n zu kennen.

Beispiel 4.4.

1. Deterministische Zeiten sind Stoppzeiten: 7 = m
= {7 <n}=0firn <mund = Q fiir n > m.

2. Gegeben seien ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (€2, §, (), P), eine
adaptierte Folge (X,,) reeller Zufallsgrofien sowie B € 9B. Dann ist

7:=inf{n € Ny : X,, € B}

(mit inf () := 00) eine Stoppzeit:

n

{r<my={XxeB}ed, VneN

k=0

Man beachte: Kennt man Xg(w),..., X, (w), so weifl man, ob 7(w) < n
ist.

Die Stoppzeit T heif3t Zeit des ersten Erreichens der Menge B (manchmal
auch Zeit des ersten Eintritts in die Menge B).

3. Definiert man wie oben
71 :=inf{n: X,, € B} und 0y :=inf{n > 7 : X,, € B}
und rekursiv
Tm = inf{n > o,,—1 : X,, € B} sowie o, := inf{n > 7, : X,, € B°}
so erhélt man eine Folge von Stoppzeiten

0§T1§O'1S7'2§0'2<...

wobei
Tm die Zeit des m-ten Eintritts in die Menge B

und
o die Zeit des m-ten Austritts aus der Menge B

ist (Ubungsaufgabe).

4. Anschaulich ist klar, dass die Zeit 7 des letzten Verlassens einer Men-
ge B im Allgemeinen keine Stoppzeit ist: Durch die Beobachtung von
X, X1,... allein lidsst sich nicht feststellen, ob B bis zum Zeitpunkt n
das letze Mal verlassen wurde.
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Lemma 4.5. Sind 7y und 1 Stoppzeiten beziiglich einer Filtration (§,), so sind
auch 7 N 1o, Ty V 7o und 71 + T §n-Stoppzeiten.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Lemma 4.6. Seien (X,,) eine adaptierte Folge (mit Werten in einem gemeinsa-
men messbaren Raum) und T eine Stoppzeit auf einem filtrierten Wahrschein-

lichkeitsraum (Q,§, (Fn),P).

a) Durch
Sr={AeF: An{r<n}eF, Vne Ny}

wird eine Teil-o-Algebra von § definiert.

b) Ist T < 0o (das heifit T(w) < oo fir alle w € ), so wird durch
Xr(w) = Xr)(w), mitweQ,
eine §r-messbare Zufallsvariable definiert.

Beweis.

a) Sei QN{r <n}eF fir alle n, dann ist ) € §, und es folgt aus

AeF, = A°n{r <n}
= An{r<n)n{r<n}eF, firalen
——— ——
€3n €S8n

= A°€F, und aus
A, €8,Ym = (UAm) N{r <n}

= U(Am N{r <n})eF, firallen
————

" €5n

= [JAm €5

b) Ist B eine messbare Menge aus dem Bildraum der X, so folgt fiir beliebige
n € Np:

{XreB}n{r<n}=J{XreBIn{r =k} €Fn
k:OH/_/ H—/
[

Die o-Algebra §, heifit o-Algebra der T-Vergangenheit. Anschaulich enthélt §,
alle Informationen iiber die zufillige zeitliche Entwicklung bis zum zufélligen
Zeitpunkt 7.
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4.2. Martingale
Sei nun (€2, F, (§.),P) ein beliebiger filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 4.7. Eine Folge M = (M,,)nen, reeller ZufallsgroBen heifit Martingal
(beziiglich der Filtration (§,)), falls gilt:

a) (M,) ist integrierbar, das heifit M,, € L£1(P) fiir alle n € Ny;
b) (M,) ist (F,)-adaptiert;
c) E[M,+1|8,] = M,, P-fast sicher fiir alle n € Ny.

Gilt in (i7i) anstelle der Gleichheit die Ungleichung ,,>* (bzw. ,<“), so spricht
man von einem Submartingal (bzw. einem Supermartingal).

Man kann ein Martingal als ein ,,gerechtes Spiel* interpretieren, wobei M,, der
Gewinn des ersten Spielers zum Zeitpunkt n und E[M,,41|§,] der mittlere Ge-
winn des ersten Spielers zum Zeitpunkt n bei Kenntnis des Spielverlaufs bis
zum Zeitpunkt n ist.

Beispiel 4.8.

1. Sei (X,,) eine Folge unabhingiger identisch verteilter Zufallsgrofien mit
endlichen Erwartungswerten. Als Filtration betrachten wir die kanonische
Filtration (F:X)

mn

Sp =Y. Xn, n €Ny (Irrfahrt auf R mit Spriingen).
=0

k=
m :=EXy (= EX} fiir alle k).
Dann gilt beziiglich (F:X):

Martingal, falls m =0
(Sy) ist ein { Submartingal, falls m > 0
Supermartingals, falls m <0

Beweis. Offensichtlich ist S,, € £! und (X, ..., X,) = §X-messbar (das
heifit an (§2X) adaptiert). Wegen S, 11 = Sy, + Xy gilt

E[Sp1|3X] = B[S, 35 + E[X0 1135 2 S, + EX g = S, +m,

da S, Sf—messbar und X, ;1 unabhingig von Sff ist.
Und daraus folgt die Behauptung. U

2. Sei X = (X,,)nen, eine Markovkette mit Zustandsraum I, einer Anfangs-
verteilung p° = (p?);e; sowie einer Ubergangsmatrix P = (p;;)i jer. Mit
G := P — FE bezeichnen wir den Generator der Markovkette (E sei die
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Einheitsmatrix).
Gegeben sei nun eine beschrinkte Funktion f: I — R. Dann ist

n—1
M, = f(Xn) = Y _ Gf(Xy), n €N, (4.1)
k=0

ein (FX)-Martingal.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die folgende Version der Markoveigen-
schaft:

Elf (Xni)IZX] =) px. i f(G) = PF(Xn). (%)
jEI
Hierzu ist in wesentlichen nur nachzuweisen, dass fiir alle A € FX
Ellgf(Xnt1) =Ela Y px, ;)
jEI

gilt. Jede solche Menge A hat die Gestalt

A= |J {Xo=io,..., X, =iy} fiirein BC I

(0,---,in )EB

Nun ist aber auf Grund der Markoveigenschaften

jel

= ) Do Digir DinrinPini f()
jel

= ZEH{XO—ZO ,,,,, Xp=in}PXn,j f(J)
jel

und die Behauptung folgt hieraus durch Summation iiber (i, ...,i,) € B.
Da f beschrinkt ist, ist auch G'f beschrinkt (Beweis als Ubungsaufgabe)
und daher (M,,) integrierbar. Offenbar ist (M,,) an (§:X) adaptiert. Bleibt
also zu zeigen, dass fiir jedes n € Ny

E[My+1 — My |§n] =0 fs.
gilt. Tatséchlich folgt mit der Markoveigenschaft, dass
E[Mpi1 — MolF] = E[f(Xn41) = f(Xn) = GF(Xa) 3]

J/

:Pf(X;)r Sn-mb.
= E[f(Xn+l)|Sn] - Pf(X”)
= 0.
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Ist Gf = 0 (das heiit ist f harmonisch), so folgt aus (4.1), dass (f(Xn))nen,
ein §X-Martingal ist. )
Ist die Markovkette irreduzibel, so gilt auch die Umkehrung (Ubungsaufgabe).

Spezialfall: (X,,) sei eine einfache Irrfahrt auf I := Z, das heifit p;; = % fiir
|7 —i] =1 und p;; = 0 sonst. Dann gilt |X,, — X,,_1| = 1 und deshalb (Achtung:
Fallunterscheidung)

F06) — J(Xy) = TP T T 2D o x, )
f(Xn—l + 1) + f(Xn—l - 1)

2

+

- f(anl)
Mit den diskreten Ableitungen
10 = fl+1)—2f@) +fli—1), i€Z

lasst sich dies wie folgt schreiben:

F(X) = J(Xnm) = (X)X~ X + 51" (K).

Durch Summation folgt hieraus die diskrete Ito-Formel

FOG) = F0)+ 0 F () (Xe = Xia) + 5 D0 F/(Xer) (42)
k=1

k=1

1 n
= f(Xo) + (F'0 X)n +5 ];Fé’

diskretes stoch. Integral (s.UA)

mit F) = f(X,,—1) und F)) := f"(X,,—1).
Andrerseits haben wir mit der Formel (4.1):

F(Xp) =M, + > Gf(Xp_1). (4.3)
k=1
Wegen G f = 1 f” findet man durch Vergleich von (4.2) und (4.3)
M, = f(Xo) + (F' o X),. (4.4)

Ist (X,,) ein beliebiges Z-wertiges Martingal mit | X,, — X, 1| = 1 (fiir alle n), so
gilt die diskrete Ito-Formel (4.2) immer noch, wobei das diskrete stochastische
Integral in (4.4) (und damit auch (M,,)) ein Martingal ist (siche Ubungsaufga-
be).

Im folgenden fithren wir einige einfache Eigenschaften von Martingalen an.
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Satz 4.9. Sei (0,5, (§n),P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.
(i) X ist ein Submartingal < —X st ein Supermartingal;

(ii) Seien X und Y Martingale (Supermartingale) und a,b € R (a,b > 0),
dann ist aX + bY wieder ein Martingal (Supermartingal);

(7ii) Sind X undY Supermartingale, so ist X NY auch ein Supermartingal;

(iv) Ist Z € LY, so ist
X, = E[Z|§,], n € Ny,

etn Martingal.

(v) Sei X = (X,,) ein Supermartingal. Existiert eine Folge von Zeitpunkten
N,, — oo mit EXn, > EXy fir alle n, so ist X ein Martingal.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Satz 4.10. Sei (X,,) ein Martingal und ¢ : R — R eine konvexe Funktion mit
o(X,) € L fiir alle n. Dann ist (o(X,,)) ein Submartingal.

Beweis. (p(X,,)) ist integrierbar und adaptiert. Die Jensensche Ungleichung

liefert

f.s.

Elp(Xos1)|Fn] > @(EL X1 [30]) & 0(Xa):

O

4.3. Doob-Zerlegung und quadratische Variation

Fiir diesen Abschnitt sei (€2, §, (§n),P) ein beliebiger filtrierter Wahrscheinlich-

keitsraum.

Definition 4.11. Eine Folge (X, )nen, von Zufallsvariablen heiit previsibel
(vorhersehbar), falls Xy konstant und

X, Sn_1-messbar ist fiir alle n € N.

Satz 4.12. (Doob-Zerlegung)
Sei X eine adaptierte integrierbare Folge. Dann existiert eine fast sicher ein-

deutige Zerlegung
X=M+A,

wobei M ein Martingal und A eine previsible Folge mit Ag = 0 ist. Ist X ein
Submartingal, so ist die Folge A fast sicher nichtfallend.
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Beweis.
1° Existenz:
M, = Xo+» (Xi—E[Xk/3r 1))
k=1
und An = Z Xk|3k 1 ch—l)
k=1

20

30

ist die gewiinschte Zerlegung. Tatséchlich gilt
M, + An = Xn,

mit M,, und A, € L', wobei M, F,-messbar, A4, §,_i-messbar sowie
AO = 0 ist.
Bleibt zu zeigen, dass M ein Martingal ist:

E[Mn+1 - Mn’gn] — E[Xn+1 - E[Xn+1|3n] ’gn]
—_——
Sn-mb.
=E[X+1|8n] — E[Xn11]8n] =0 fast sicher.

Eindeutigkeit: Seien X = M + A = M + A zwei solche Zerlegungen. Dann
st Mi=M-M=A-A gleichzeitig ein Martingal und previsibel, das
heif3t - - -
Mn = E[Mn+l|3n] =. Mn—l—l f.s.
previsibel
Also ist ]\/I\n = Z\//To = 0 fast sicher, woraus M = M fast sicher und A = A
folgt.

Ist X ein Submartingal, das heifit E[Xx|§r_1] — Xx—1 > 0, so folgt aus
der obigen Darstellung von A, dass die Folge A fast sicher nichtfallend ist.

O

Ist M = (My)nen, ein quadratisch integrierbares Martingal (das heifit M,, €
L2 (P), fiir alle n), so ist (M?2) ein Submartingal (da p(x) = 2% konvex ist, siche
Satz 4.10). Also besitzt (M?) eine Doob-Zerlegung

M?=N, + A, (4.5)

mit einem Martingal N und einer nichtfallenden previsiblen Folge A, mit Ay = 0.

Definition 4.13. Die Folge A in (4.5) heifit quadratische Variation des qua-
dratisch integrierbaren Martingals M und wird mit (M) bezeichnet (das heift

(M),

= A, mit n € No)
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Beispiel 4.14.

1. Sei X = (X, )nen eine einfache symmetrische Irrfahrt auf Z mit Xy, = 0.
Dann ist X ein Martingal beziiglich der kanonischen Filtration (F:X) (als
Summe unabhéngiger Zufallsgrofien mit Erwartungswert 0). Also ist | X|
ein Submartingal (da ¢(x) = |z| konvex ist) und besitzt somit eine Doob-
Zerlegung

I X|=M+ A

mit einer nichtfallenden previsiblen folge A = (4,,). Wegen

| Xn+1| — | Xn| = —1x, «o(Xnt1 — Xpn) + Ux, =0 + Ix, >0(Xnt1 — Xn)

folgt
A?’H—l - A?’L - ]E[|Xn+1| - |X|n|3’§] = ﬂX?L:O’
das heif3t
n—1
A, = Z d0(Xg) Lokalzeit von X in 0.
k=0

Bemerkung: | X| ist symmetrische Irrfahrt auf Ny mit Reflektion in 0.

2. Im Beispiel 4.8.2 wurden eine Markovkette (X,,) auf I, eine beschriankte
Funktion f : I — R und ein Generator G := P — I betrachtet. Dort haben
wir bereits die Doob-Zerlegung von (f(X,,)) (beziiglich (§:X)) erhalten:

mit der previsiblen Folge
n—1
k=0

Da M quadratisch integrierbar ist (jedes M, ist beschréinkt), existiert die
quadratische Variation (M). Diese ist gegeben durch

n—1

(M) =Y (Pf* = (Pf)*)(X)-

k=0 >0

Zum Beweis ist zu zeigen, dass

n—1

Nyi=Mp =3 (Pf* = (Pf)*(Xy)

k=0

ein Martingal ist, das heif3t

E[My, — MYZX] = (Pf? = (Pf)*)(Xk).
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Nun gilt tatsdchlich mit der Markoveigenschaft

E[M; .y — M7I5)] = E[(Mps1 - )2|SX]

= E[(f(Xn+1) = PF(X0))?I37]

= E[f*(Xns1)I80] = 2Pf(Xn) E[f(X041)I87 ]

+(Pf)*(Xn)
= (Pf* = (Pf)*)(Xn).

4.4. Martingale und Stoppzeiten

Lemma 4.15. Seien X ein Martingal und 7 eine Stoppzeit mit T < T fiir ein
T € Ng. Dann gilt
E[X7|§:] = X, fast sicher

und insbesondere EX1 = EX.
Beweis. Da X, §r-messbar und integrierbar ( | X, | < |Xp|+...) ist, bleibt nur

Zu zeigen
Els Xy =EL14X, fiiralle A€ 3.

Sei also A € §,. Dann ist
T
ElaXr =Y Ely g - X1
n=0 S—————
Sn-mb.

Mit der Martingaleigenschaft von X ist dann

T T
ZEﬂAﬁ{T:n}XT = ZE(E[I[AH{T:’I’L}XT|3TL])

n=0

T
= Z E]lAﬁ{T:n}Xn
n=0
T

= E ZE]IAH{T:n}XT
n=0
= ElsX,.

Satz 4.16. [Optional Sampling Theorem/
Seien X ein Submartingal und o sowie T Stoppzeiten mit o < T.

(i) Ist T < T fiir ein T € Ny, so gilt
E[X;|§s] < X, fast sicher

und insbesondere EX, < EX,. Ist X ein Martingal, so gilt jeweils Gleich-
heat.
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(i) Ist X nichtnegativ und T < 0o, so gilt EX, <EX, <EX) < oo und

E[X; |8, < X, fast sicher.

Beweis.

1 esitzt eine Doob-Zerlegung = + A mit einer nichtwachsenden
1) X besi ine Doob-Zerl X = M + A mit ei ich hsend
previsiblen Folge A. Deshalb gilt

E[X,|F,] = E[M,|F,] + E[A|T]

Nun gilt nach Lemma 4.15 (%) und mit der Turmeigenschaft

E[M|3,] 5 E[E[Mr|3,] [5,] = E[M7|3.] = M,

und

E[AT|SU] S ]E[AU|SU] = AU’

da A nichtwachsend und previsibel (also auch adaptiert) ist.
Hieraus folgt E[X,|§,] < X, und Gleichheit im Falle eines Martingals.

(13) Folgt aus (i) fiir die beschriankten Stoppzeiten oy, := o Am und 7,, := 7An
nach Grenziibergang n — oo, m — oo unter Verwendung von Konver-
genzsitzen fiir bedingte Erwartungen (Lemma von Fatou, Satz von Le-
besque). (Ubungsaufgabe)

O

Folgerung 4.17.

Ist X ein Martingal (Submartingal) und ist 0 < 79 < 17 < 19 < ... eine Folge
von beschrinkten Stoppzeiten (das heifit T, < T,, fir ein T,, € No (n € Ny) ),
so ist (X;, )nen, €in Martingal (Submartingal) beziglich der Filtration (Fr, ).

Bemerkung 4.18. Ohne die Beschranktheit der Stoppzeiten sind die Aussagen
in Satz 4.16a) und die Folgerung 4.17 im Allgemeinen falsch. (Ohne Beweis)

Satz 4.19. (Optional Stopping) Seien X ein Martingal (Submartingal) beziiglich
einer Filtration F = (§,) und 7 eine F-Stoppzeit. Dann ist die gestoppte Folge
X7 ein Martingal (Submartingal) sowohl beziiglich der Filtration F als auch
beziiglich der Filtration F™ = (F7) mit §7, = Fnar-

Beweis. (fiir Submartingale) Folgerung 4.17 liefert sofort, dass X7 ein Submar-
tingal beziiglich I ist. Insbesondere gilt

E[X(n—&—l)/\7'|8:n/\7—] > Xoar fs.

AuBerdem ist X, € £} und §,-messbar (da Fnoar C Fn). Um zu zeigen, dass
X7 ein Submartingal beziiglich F ist, bleibt zu zeigen, dass

E[X(n+1)AT|%n] > Xn/\T f.s.
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Wegen
X(n—l—l)/\T = ]lTSnXT/\n + ]lT>n Xn+1
—_— =
Sn-mb. Sn‘mb

erhalten wir

E[X(n—l—l)/\‘r|§n] = ]lTSnXT + ]17'>nE[Xn+1|Sn]
—_——
> X, (Submartingal)
> ]ngnXT + ]17'>an = Xonr fs.

i

Beispiel 4.20. (Ruin eines Spielers)Sei (X,,) eine einfache symmetrische Irrfahrt
mit Xg = x (Startkapital des ersten Spielers) und 0 < z < N (N — z ist das
Startkapital des zweiten Spielers)

_ o:=inf{n: X, =0}  Ruin des ersten Spielers
Stoppzeiten . ) . .
7:=inf{n: X,, = N} Ruin des zweiten Spielers

Es gilt 0 < oo und 7 < oo fast sicher (ohne Beweis).
Man berechne P(o < 7) (der erste Spieler ist vor dem zweiten Spieler bankrott).
Da (X,,) ein Martingal ist, gilt fiir jedes T' € N mit Hilfe des Optional Samplings

(*)
r = EXj 5 EX(oar)aT

- E ]1¢T<T§T Xo +]1T<U§T X; +]1(O'/\T)>TXT
~— ~—
=0 =N
= NPt <o <T)+Elor)srXr

— NP(r <o) + 0
TToo

= NP(1 <o),
da 0 < Xp < N auf {oc A7 > T}, das heifit

N —=zx
N

P(T<U):%undP(a<7'):

Zur Abschwichung der Beschrénktheit der Stoppzeiten in den obigen Aussagen
bendtigen wir die folgende Definition.

Definition 4.21. Eine Folge (X, ) von Zufallsgrofien heifit gleichgradig inte-
grierbar (uniform integrierbar), falls zu jedem e > 0 eine ZufallsgroBe Y € £(PP)
existiert mit

sup E]l|Xn|ZY|Xn| <e.
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Ist
sup E| X, | < oo fiir ein p > 1,
n

so ist (X,,) gleichgradig integrierbar, da
1
sup Elljx, |>¢|Xn| < ——7 Sup E|X,|P — 0 fiir ¢ T oo gilt.
n C n

Satz 4.22. (Ohne Beweis)
Ist X = (X,,) ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und sind o und T
endliche Stoppzeiten mit o < 7, so gilt X, und X, € L' und

E[X[3,] < X, f.s.

Ist X ein Martingal, so gilt die Gleichheit.

4.5. Doobsche Ungleichungen

Fiir eine beliebige Folge (X,,) von Zufallsgrofen schreiben wir

X :=max X} (mit n € Ny).
k<n

Lemma 4.23. Sei X ein Submartingal. Dann gilt fir beliebige A > 0
AP(X5 > ) S E(lx:>2Xn) < E(Ly:>alXal),
Beweis. Wir betrachten die Stoppzeit 7 = inf{n : X,, > A\}. Dann ist
[r<n}={X; AL
Das Optional Sampling Theorem liefert uns
EX, > Xran) = E(1r<n X7 + 15n X))
und folglich
E(lr<nXn) > E(Lr<y X, ) > AP(r < n),

~—
>\

das heifit
E(]lX:Lz,\Xn) > AP(X) > N).

Satz 4.24. (Doobsche Ungleichungen)
Sei X ein Martingal oder ein nicht- negatives Submartingal.

(i) Firp>1 und X\ >0 gilt

1
P(X[n 2 A) < EXA . (4.6)
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(i1) Firp>1 gilt

p p
E(|X])? < (—) E|X, "
p—1

Beweis.

(4)

o(x) = |z|P (fiir p > 1) ist konvex. Fiir ¢ > 0 setzen wir p.(z) = ¢(x)
fir |z] < ¢, pe(z) = w(c) + ¢'(c)(x — ¢) fir z > c und p.(x) = p(—c) +
¢’ (—c)(x + ¢) fiir © < —c. Das heifit ¢, entsteht aus ¢ durch Linearisie-
rung ausserhalb des Intervalls [—c¢,¢]. Dann ist ¢. ebenfalls konvex und
(pe(Xy)) ist ein Submartingal nach Satz 4.10. Der Beweis dieses Satzes
funktioniert auch fiir nichtnegative Submartingale, da ¢, auf [0, c0) nicht-

fallend ist. Der Erwartungswert eines Submartingals ist aber nichtfallend,
das heifit

Ep.(Xk) < Epq(Xks+1) (fiir k € Ny).
Durch einen monotonen Grenziibergang fiir ¢ T oo folgt
pc(z) T @(x) = [=[”
und deshalb
E| Xy [P < E|Xj|PT.

Zum Beweis der Ungleichung (4.6) sei n € N beliebig fixiert und 0.B.d.A.
E|X,|P < co. Dann ist nach obigem die (endliche) Folge (| X |?)reqo,1,...,n}
integrierbar. Da ¢(x) = aP konvex und auf [0, 00) nichtfallend ist, han-
delt es sich um ein Submartingal auf der Zeitmenge {0, 1,...,n}. Deshalb
erhalten wir

1
P(X]n 2 A) = P((IX]7); 2 A7) < 5 E[Xn[”

nach Lemma 4.23 auf {0,1,...,n}.

Sei K > 0 beliebig. Dann ist E(|X |} A K)? < oo und wir erhalten mit
dem Satz von Fubini (x), dem Lemma 4.23 (xx) und der Holderschen
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Ungleichung ( * *)

I X[ AK

K
E(X]; A K B[ o i =B [ o0 g s
0

o

K
= [ = D
0

K
< [ PE s Xal) A
0

<|X |/ S TR, d/\>
( |X| AK

X 0| AP72 )\

= E(1Xn (1X [ A K)P™H)

P 1/p . (r—1)q 1/q
< —— (E|X,,|P E(|X K)\P

Wegen % + % =1 ist dabei (p — 1)¢ = p und % =1- %, und wir erhalten
* p 1 * 1-1
B(XE A K < = (BLXG )Y (BT A K

Losen wir diese Ungleichung nach E(| X |} A K)?P auf (was auf Grund der
Endlichkeit dieses Ausdrucks moglich ist), so erhalten wir

p
E(X]; AK) < (Ll) E|X,[".
p_

Durch den monotonen Grenziibergang fiir K T oo folgt nun die gewiinschte
Ungleichung.

O
4.6. Martingalkonvergenzsitze

Seien nun (€2, §, (§,), P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und oo := \/ §n.
n=1

Auflerdem sei (X, )nen, eine adaptierte Folge von Zufallsgrofen.



64 Kapitel 4. Martingale in diskreter Zeit

Seien a < b beliebig, aber fest.
Wir definieren Stoppzeiten 0 :=79 < 07 <713 <09 <715 <... wie folgt:

or = inf{n>mr_1:X, <a},
T = inf{n >0 : X, > b} (k e N).

(Tk—1,0%] ,Abkreuzung*

(oK, 7] Aufkreuzung“

Sei weiter definiert U%® := sup{k € Ny : 7, < n} als die Anzahl der bis zum
Zeitpunkt n vollendeten Aufkreuzungen.

Lemma 4.25. (Upcrossing-Lemma) Ist (X, )nen, €in Submartingal, so gilt

E(X, —a)t —E(Xo —a)™
b—a

,b
EUZ < 5 nGNO.

Beweis. Wir beginnen mit einigen Vorbetrachtungen.

Aufkreuzungsschleife

= 1
Sei H,, := Iy, <n<r, = befindet sich i )
“ Z kSIS {0 nbennact S 1n{Abkreuzungsschlelfe.

H,, ist previsibel, denn Hy = 0 und
{O'k <n§7'k}:{ak Sn—l}ﬂ{Tk Sn—l}cegn_l.

Y, := X, V a ist ein Submartingal als Maximum zweier Submartingale (ver-
gleiche dazu Satz 4.9 (idi)). Dann ist wegen 1 — H,, > 0 auch das stochastische
Integral

Z 1—Hp)(Yi — Yi—1)
k=1

((1-
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ein in 0 startendes Submartingal (Ubungsaufgabe) und insbesondere
E((1—-H)oY), >0.

Andererseits ist

(HoY)n = Y Hp(Yi—Yi1)
k=1
Uupt om Un?
> Z Z (Vi = Yy1) = Z(Yn —Y5)
I=1 k=o1+1 =1
> (b—a)U%.

Dabei wurde verwendet, dass fiir oy < 7 < 77 gilt

J

Y Mi-Yi)=Y;-Y, =(X;Va)—a>0

k=o;+1
und
Y;, - Y, = (X, Va) — (X,, Va) > b—a.
—~— —~—
>b <a
Zusammenfassend erhalten wir
E(X, — CL)+ —E(Xo — a)Jr = E(Y, —Yo)

= EHoY),+E(1-H)oY),
> E(HoY),
> (b—a)RU,

Satz 4.26. (Martingalkonvergenzsatz)
Sei (X )nen, ein Submartingal mit sup EX, < co. Dann ezistiert eine

Soo-messbare Zufallsgrifie X o, fir d;e gilt Xoo € LY(P) und
X,, — X fast sicher
Beweis. Fiir a < b gilt
U 1 U"" Gesamtzahl der Aufkreuzungen des Intervalls [a, b]

Das Upcrossing-Lemma liefert ((z — a)t < |a| + z™)

a.b 1
Ei) ’ <
n — l

— (lal + EX;P),
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weshalb durch monotonen Grenziibergang
a,b 1 +
EU*” < —— ( |a| +supEX, | < o0
b —a n

folgt. Insbesondere ist P(U%? < o0) = 1.
Also ist

{X,, konvergiert nicht} = {liminf X,, < limsup X,,} = U {U* = o0}
e e a,beQ
a<b

als abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge. Also exi-
stiert eine R-wertige Zufallsgrofle X, mit

X,, — X fast sicher

Da alle X,, §oo-messbar sind, kann X, §oo-messbar gewahlt werden. Bleibt
Xoo € LY(P) zu zeigen. Mit dem Lemma von Fatou erhalten wir

EXL <liminf EX"F <supEX; < oo

n—00 n

und da X,, ein Submartingal ist

EX, < liminfEX, =liminf | EX; — EX,
n—oo n—oo v
>EXo

< supEX; —EXj < o0,

g

Folgerung 4.27. Ist (X,,) ein nichtnegatives Supermartingal, so existiert eine
nichtnegative §oo-messbare Zufallsgrofie X oo mit

X, — X fast sicher und EX,  <EXj.

Satz 4.28. (Ohne Beweis) Ist (X,,) ein gleichgradig integrierbares Martingal
(Sub-,Supermartingal), so existiert eine Foo-messbare Zufallsgrofie Xoo € L1
mait

X, — Xoo fast sicher und in L'(P).

Auflerdem gilt
X, = E[X|§n] fast sicher (n € N),

falls X ein Martingal ist (,<* fir Submartingale, ,>“ fir Supermartingale).
Bemerkung 4.29.
1. Ist Z € LY(P), so ist die Folge Z,, = E[Z]|F,] gleichgradig integrierbar.
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2. Fiir eine beliebige Zufallsgrofie Z € L£1(P) gilt
E[Z|§n] — E[Z|Fw] fast sicher und in L.
Satz 4.30. (Konvergenzsatz fir Rickwdrtsmartingale)(Ohne Beweis) Sei
(Xn)ne-n, ein Martingal beziiglich einer Filtration (§n)ne—n,. Dann gilt

X, — E[Xo|§—oo] fast sicher und in ch

S—oo = m gn~

nG*NQ
Bemerkung 4.31. Aus der Martingaleigenschaft folgt sofort
X, = E[X|F,] fur n <O0.

Zu zeigen bleibt, dass dieser bedingte Erwartungswert in geeignetem Sinne gegen
E[X0o|§ —oo] konvergiert.






Kapitel 5

Stochastische Prozesse

5.1. Definition und Verteilung

Ein weiteres wichtiges Thema sind stochastische Prozesse, worauf wir in diesem
Kapitel ndher eingehen wollen. Ein stochastischer Prozess ist ein stochastisches
Modell fiir einen zufilligen Zeitablauf oder eine zufillige Bewegung. Jedem Zeit-
punkt wird hierbei eine Zufallsvariable zugeordnet (z.B. Temperatur, Ort, Ak-
tienkurs, ...).

Seien nun zur weiteren Betrachtung der Prozesstheorie ein Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, §,P), ein messbarer Raum (FE, &) und eine nichtleere Indexmenge I
gegeben.

Definition 5.1. Eine Familie X =(X});c; von (E, &)-wertigen Zufallsvariablen
auf (Q,F, P) heifit stochastischer Prozess.

Dabei bezeichnet (E, €) den Zustandsraum und I die Zeitmenge (Indexmenge)
des stochastischen Prozesses X.

Des weiteren konnen wir festhalten:

Vtel:w— Xi(w) Die Abbildung ist eine (F, &)-wertige Zu-
fallsvariable
VweD:t— Xi(w) Die Abbildung ist der Pfad, die Trajekto-

rie des Prozesses im Zustandsraum £
I={1,...,n} endliche Menge X = (Xy,...,X,) ist ein n-dimensionaler

Zufallsvektor
I=N X = (X,) ist eine zufillige Folge
I =N, Ny, Z,... Prozess in diskreter Zeit

I =R, Ry, [0,T] Prozess in stetiger (kontinuierlicher) Zeit
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IC7% R4 zufélliges Feld (,mehrdimensionale Zeit*)
(]Ev QE) = (R7 %)

reellwertiger Prozess

(E, ¢) = (R?, B9) d-dimensionaler Prozess
Ein stochastischer Prozess X = (X;):e; kann als eine Zufallsvariable X an-

gesehen werden:
Q3w — X(w) = (X¢(w))ter € B!

mit
E! = Menge aller Abbildungen I — FE
Menge aller Familien (X;);c; mit X; € E fiir alle t € 1.

Dazu definitiert man sich eine o-Algebra ¢!, so dass X eine (ET, &)-wertige
Zufallsvariable wird:
Diese Abbildung ist die Projektion

mn:El — FE
auf die t-te Koordinate

(xs>s€I — Xt
¢l:=g(m; t € I) ist hierbei die kleinste o-Algebra auf E’, beziiglich der alle

Projektionen m;, t € I, messbar sind.

Bemerkung 5.2.
1. Die o-Algebra € wird von Mengen der Gestalt

T (Ay) NN A = t>e<IAt

Jtnt, (t1,...,tn) € Tund Ayy,..., Ay, € €

mit A; ;= F fiir t € {tq,...

erzeugt.
2. Ist I ={1,...,n} endlich, so gilt insbesondere
¢=¢cp . .o¢ (n-mal)
Das bedeutet bei &/ handelt es sich um eine Verallgemeinerung des Begriffs
der Produkt-o-Algebra auf unendlich viele Faktoren.

Bemerkung 5.3.Sei X = (X;)cs eine Familie von Abbildungen mit X; : Q@ — FE

Dann gilt:
X ist ein stochastischer Prozess genau dann, wenn X eine (BT, ¢1)-wertige

Zufallsvariable ist.
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Beweis. Es gilt Xy = mp o X,

="

Die Mengen 7; *(A) (t € I, A € &) bilden ein Erzeugendensystem von &,

Da X, §— &-messbar ist, gilt dann X! (7;1(A)) = (m0X) "1 (A4) = X; 1(A) € 3.
Also ist X §-¢!-messbar.

77<:“:
Fiir jedes ¢t ist Xy = m 0 X (,F) =, (B!, ¢!y ™% (E, ) als Komposition
messbarer Abbildungen wieder messbar, das heifit eine Zufallsvariable. OJ

Definition 5.4. Das Bildmal Px = P o X! auf (E!, &) heift (unendlichdi-
mensionale) Verteilung des stochastischen Prozesses X.

Behauptung 5.5. (ohne Beweis) (Kanonisches Modell eines stochastischen
Prozesses X).

Sei X = (Xt)ter ein stochastischer Prozess mit Zustandsraum (E,€). Dann
stimmt die Verteilung von X mit der Verteilung des auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (ET, &1, Px) gegebenen stochastischen Prozesses m = (my)sc1 tiberein.

Bemerkung 5.6. Da man sich in der Regel nur fiir die Verteilungseigenschaften
stochastischer Prozesse interessiert, nimmt man deshalb oft an, dass der Prozess
in ,kanonischer Form“ t = (m;)es auf (B!, € Px) gegeben ist.

Da die unendlich-dimensionale Verteilung eines stochastischen Prozesses meist

nicht explizit angegeben werden kann, versucht man sie durch sogenannte endlich-
dimensionale Verteilungen zu charakterisieren.

Wenn also J C [ eine (nichtleere) endliche Teilmenge der Indexmenge I ist,

dann ist

n;: Bl — E’ eine endlich-dimensionale Projektion
(@ther > (T)tes

Sind J und K zwei endliche Teilmengen von I mit J C K, so definieren wir
entsprechend die Projektion

K. EX — E7.

Wir schreiben 7% fiir J = {t}, ¢t € K. Dann ist 7; &/-¢/-messbar.

(¢7 wird von Mengen der Gestalt (77)71(A) (t € J,A € €) erzeugt und es
gilt 751 ((r/)"1(4)) = (] 0 m5)~'(A) = m '(A) € €I.) Entsprechend ist 7
auch ¢X-¢/-messbar.

Mit Px bezeichnen wir die Verteilung von X; = (X;)tes auf dem messbaren
Raum (E7, &7).

Definition 5.7. Die Wahrscheinlichkeitsmafie Px ,, wobei J alle endlichen Teil-
mengen von [ durchliuft, heilen endlich-dimensionale Verteilungen des Prozes-
ses X.
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Behauptung 5.8. Sei X = (X;)icr ein stochastischer Prozess mit Zustands-
raum (E, €).

(a) Fiir jede endliche Teilmenge J von I gilt
]PXJ :]P’XOﬂ';l, (51)

(b) Fiir je zwei endliche Teilmengen J und K von I mit J C K gilt
IEDXJ = PXK o (ﬂ:l]{>_1' (52)

Beweis.
a) Wegen Xy =mjoXist Px, =PoX;! = (PoX Horn;! =Pxor;?
J J J J
b) Wegen X; = 7f o X folgt die Behauptung analog zu (i).
J
0

Die unendlich-dimensionale Verteilung eines stochastischen Prozesses bestimmt
via (5.1) die endlich-dimensionalen Verteilungen eindeutig, und diese miissen
die Kolmogorovsche Vertraglichkeitsbedingung (Kompatibilititsbedingung) (5.2)
erfiillen.

Umgekehrt bestimmen aber auch die endlich-dimensionalen Verteilungen die
unendlich-dimensionale Verteilung eindeutig.

Behauptung 5.9. Fiir jedes endliche J C I sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf
P; auf (ET, &%) gegeben. Dann existiert hochstens ein Wahrscheinlichkeitsmaf
P auf (ET, &l) mit

P;=Po 7T;1 fiir alle endlichen J C I.

Beweis. Wir benutzen, dass das Wahrscheinlichkeitsmafl P durch seine Werte
auf einem N-stabilen Erzeuger der o-Algebra ¢! eindeutig festgelegt ist.
Wir zeigen zunéchst, dass die Mengen der Gestalt

771(A) (J C I endlich, A € &7)

einen N-stabilen Erzeuger von & bilden. Da diese Mengen auf einpunktigen J
nach Definition ¢! erzeugen und diese Mengen (wegen der Messbarkeit von 7 ;)
alle zu @’ gehoren, erzeugen sie diese o-Algebra. Um die Durchschnittsstabilitéit
zu zeigen, seien J, K C I endlich und A € ¢!, B € ¢X. Es ist zu zeigen, dass
ein endliches L C I und ein C € &L existiert mit

7 (A) N7 (B) = 7. H(C)
Setzen wir L := JUK, A := (7f)=1(A), B := (7£)=1(B) so ist die Bezichung

fiir C := AN B erfiillt. Aber die Werte von P auf dem obigen Erzeuger sind
durch die Mafle P; eindeutig festgelegt:

P(r;'(A)) = (Pom;")(A) =P, (A).



5.2. Konstruktion stochastischer Prozesse 73

5.2. Konstruktion stochastischer Prozesse

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, ob man zu vorge-
gebenen Verteilungen P auf (EY, &), mit J C I endlich, einen stochastischen
Prozess , konstruieren“ kann, dessen endlich-dimensionale Verteilungen mit den
P; iibereinstimmen.

Satz 5.10. (Kolmogorov)

Sei E ein vollstindiger separabler metrischer Raum (,,Polnischer Raum*) verse-
hen mit der o-Algebra & der Borelmengen. Weiterhin sei I eine beliebige nicht-
leere Indexmenge. Fiir jede endliche Menge J C I sei ein Wahrscheinlichkeits-
maf Py auf (E7,&”) derart gegeben, dass die Kolmogorovsche Vertriglichkeits-
bedingung (Kompatibilititsbedingung)

P; =Pg o (x5)7! fir JC K C I, J, K endlich,
erfiillt ist. Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (ET, &) mit
P;=Po 7T;1 fiir endliches J C I.

Folgerung 5.11. Unter den Vorrausetzungen des Satzes von Kolmogorov ist der
kanonische Prozess m = (m)icr auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (ET, &1, P),
ein stochastischer Prozess, dessen endlich dimensionale Verteilungen mit den
Py, J C I endlich, iibereinstimmen.

Beweis. Die endlich-dimensionale Verteilung von m = (7;)¢es beziiglich der end-
lichen Indexmenge J C I ist nach Definition die Verteilung der (E7, &”)-wertigen
Zufallsvariablen 77 = (m;)¢e; auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (E?, &1, P), das
heifit Po 7. O

Beweis. (Satz 5.10) Die Eindeutigkeit von P wurde in Behauptung 5.8 gezeigt.
Zum Beweis der Existenz benutzen wir den Fortsetzungssatz von Carathéodory
(Satz 1.14).

1° Fiir jedes endliche J C I ist 37 := 7' (€”7) eine Teil-o-Algebra von ¢!
némlich die o-Algebra der J-Zylinder. Es gilt
35 C 3k fur J C K endlich. (5.3)

(Fiir jedes B € &7 ist n,'(B) = 7' (%) ~1(B)).)
Deshalb ist

3= U 3 eine Algebra (Algebra der Zylindermengen).
J endlich

Diese Algebra erzeugt die o-Algebra &!:
¢l =o(3).
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Wir definieren P zunéchst auf der Algebra 3 und zeigen, dass diese Men-
genfunktion endlich-additiv ist. Wir setzen

P(r;'(A)) :=P;(A)  (J C I endlich, A € €7).

Auf Grund der Vertréglichkeitsbedingung (x) ist P tatséchlich wohldefi-
niert. Seien nun J, K C I endlich, A € ¢/, B € ¢X. Dann gilt

N A) =71 (B) = (xfUF)HA) = (77F)TH(B)
= P;(4) = Pruk ((m775) 71 (A))

= Pux((r™™) ™1 (B)) 5 Px(B).

Offenbar ist P(Z) > 0 fiir alle Z € 3, P())=0 und P(E!) = 1. Die endliche
Additivitdt ergibt sich wie folgt:

Seien J, K C I endlich, A € ¢!, B € ¢X und 7;'(4) N7 (B) = 0

Dann gilt

WEI(A) U 7T1_<1 (B) = WE&K(;I) U W;&K(é) = W?&K(;{U E)

mit A := (7]5)"1(4) und B := (x{°%)"(B) und AN B = 0.
Deshalb ist wegen der endlichen Additivitdt von Py gk (**) und der Ver-
triglichkeitsbedingung (x)

P(r; (A)Ung'(B) = Pyuk(AUB)
= Pyux(A)+Puk(B)

P(r; ' (A)) + P(r (B)).

Um den Satz von Carathéodory anwenden zu kénnen, bleibt nur noch die
o-Additivitdt von P auf der Algebra 3 nachzuweisen. (Dies ldsst sich nicht
wie beim Beweis der endlichen Additivitdt machen, da die abzahlbare
Vereinigung endlicher Indexmengen im Allgemeinen nicht mehr endlich
ist.) Da P endlich additiv ist, geniigt es hierzu zu zeigen, dass folgendes
gilt:

Zn €3, Znl0=P(Z,) — 0. (5.4)

Hierzu werden wir ein Kompaktheitsargument benutzen.

Wir benutzen folgende Tatsachen iiber Polnische R&ume:

(i) Sei J endlich und E ein vollstdndig separabler metrischer Raum mit
der Borel-o-Algebra &. Dann kann E” wieder zu einem vollstéandi-
gen separablen metrischen Raum gemacht werden, so dass dessen
Borel-o-Algebra mit der Produkt-o-Algebra ¢ iibereinstimmt und
die Projektion 7 : B/ — E,t € J, stetig sind.
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(ii)) Jedes Wahrscheinlichkeitsmafl p auf einem vollstdndigen separablen
metrischen Raum FE ist reguldr von innen:
V B € €V e >0 gibt es eine kompakte Menge K C B sodass:

w(B) — u(K) =p(B\K) <e

(siehe zum Beispiel H.Bauer, Mafl und Integrationstheorie, Para-
graph 26).

Zum Beweis von (5.4) gehen wir indirekt vor.
Hierzu sei Z,, € 3, Z,, | und P(Z,,) > a > 0 V n. Wir zeigen, dass dies

()20 #0

impliziert. Die Zylindermengen Z,, besitzen die Gestalt
Ly = anl (A,) mit J,, endlich und 4, € &’».
Wegen (5.3) kénnen wir dann 0.B.d.A
J1 CJy CJs C

vorraussetzen. Auf Grund der inneren Regularitit von P s existieren kom-
pakte Mengen K, C A, mit

PJn (An) — Pjn (Kn) <a27".
Wir setzen
Zl = 7r;n1(Kn) (im Allgemeinen nicht monoton)

und
Z,=z/n---nz.

Dann ist Z], | und Z/, C Z,,. Wir erhalten mit Hilfe der endlichen Subad-
ditivitat (x)

Bz = Pz U@ Z)

3

(S) Z (Zk \ Zy) Z o (A \ Ki)
< oz27k<oz.

Da aber nach Vorraussetzung P(Z,,) > « ist, muss

zZ #0 fiir alle n gelten.
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Also existiert zu jedem n ein
y(”)GZ;LQZ;’I (m=1,...,n),

weshalb

Deshalb existieren eine Teilfolge (y(™*)) und ein y; = (y¢)ses € E7 mit

ygn'“)—>ytVt€J::UJm

und
yi, € Ky fiir alle n.

(Man muss sukzessive fiir m = 1,2, ... Teilfolgen von Teilfolgen auswéhlen,
deren Projektionen in K, konvergieren und anschlieBend mit dem Diago-
nalisierungsverfahren eine Teilfolge (y(™*)) auswihlen, die Teilfolge aller
dieser Teilfolgen ist.)
Wir setzen (y;)ies € E” beliebig zu einem y = (y;)ier € €7 fort. Dann
gilt

ye Zz, CZ, fiir alle n

und folglich () Z,, # 0.
O
Oft interessiert man sich auch fiir die topologischen FEigenschaften der Pfade

stochastischer Prozesse (Stetigkeit, Rechtsstetigkeit, Differenzierbarkeit etc.).

Definition 5.12. Ein stochastischer Prozess X = (X,);c; heiBt Modifikation
des stochastischen Prozesses X = (X¢)¢e7, falls

)Z't = X, fast sicher fiir jedes t € I
gilt.

Bemerkung 5.13. Ist X eine Modifikation von X, so besitzen X und X die gleiche
Verteilung. Tatséachlich ist fiir beliebige tq,...,t, € I

(Xpy, oo X ) = (Xey, ., X)) fast sicher
und folglich

P((Xy,,..., X ) € A) =P(Xyy,..., Xy, ) €A),  fiiralle A € €.

Also stimmen die endlich-dimensionalen Verteilungen (und damit auch die unendlich-
dimensionalen Verteilungen) von X und X {iberein.
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Satz 5.14. (Kolmogorov-Centsov)
Sei X = (Xt)te[o,T] ein reellwertiger Prozess. Angenommen, es existieren posi-
tive Konstanten vy, c,e mit

E|X,— X" <cls—t|"t°,  s,tel0,T] (5.5)
Dann existiert eine Modifikation X = ()Z't)te[o,;p] von X, deren Pfade stetig sind.
Beweis. Sei 0.B.d.A. T = 1.
Sei Dy, :={i27™ :=0,1,...,2™}. Dann ist D := |J D,,, die Menge aller dyadi-
schen Zahlen in [0, 1]. "

Ay i={(s,t): s,t € Dy, s <t |s—t|=2""}

K;:= sup |X;— X¢.
(S,t)EAi
Wir erhalten
EK] =E sup |X,-X,"< Y EIX,-X|,
(S,t)EAi (S,t)GAi

woraus mit der Vorraussetzung (5.5)
EK] <27 (i=1,2,...) (5.6)

folgt. Seien s,t € D mit s < t beliebig gewahlt. Fiir jedes m seien s,, und t,,
die groBten Zahlen aus D,, mit s,, < s und t,, < t. Dann gilt s,,, T sund t,, Tt
und s, = s, t,, =t fiir alle hinreichend groBen m. Ist auerdem |s — ¢| < 27,
so ist entweder s, = t,, oder (S;,,tm) € A,

In beiden Fillen gilt

Xs — Xy = Z(X5i+l - Xsi) + XSm - Xtm + Z(th - Xti+1>

(Man beachte, dass dies nur fiir endliche Summen gilt.) und folglich

X — Xy <2) K. (5.7)

Fir o« > 0 sei
|1 Xs — X

1t|: s,tED,s#t}.

Ma = sup {W

Wir erhalten
X, — X
M, := sup sup g

tOé
m 2—(m+1) ¢|s—t|<2—™ s —t|
s#t

sup (2(m+1)a sup | X5 — Xt]>

m |s—t|<2—™

< sup <(2 . g(m+Da Z KZ»)

(5.7) m i

IN

N
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und folglich
Ma < 2oc+l Z 21,0sz
i=0
Ist v > 1 so erhalten wir mit der £7(PP)-Norm .||, der Dreiecksungleichung ()

und da HKzH7 = (]EK;V)l/“Y < cl/rg—ie/y
(5.6)

[ Mall, (S) 201y "M || K|,
* i=0

< 01/72044—1 ZQi(a—s’y) < 00 fiir o < 5/7
1=0

Ist 0 <y < 1so0gilt
EM(;Z < 27(a+1)E(Z QiQKi)'y < 2’7(a+1)E Z 2z'oryK27
1=0 1=0

< et Z 20(e1=e) < o9 fur a <e/y.

6.6 =

In beiden Féllen ist EM) < oo und damit
M, < oo fast sicher fiir a < €/7.

Also ist fiir fast alle w der Pfad X (w) gleichméBig stetig auf D. Fiir diese w
kann man deshalb B
Xi(w) := lim X (w)

s—t
seD

definieren, und die Abbildung t — X, (w) ist stetig auf [0, 1].
Bleibt zu zeigen, dass X eine Modifikation von X ist. Wegen

~ Y
‘Xt - Xt‘ = lim | X, — X[ fast sicher
S—
seD

folgt nach dem Lemma von Fatou

E’)}‘t—xt

¥
< limi)rtle\X5 - X|” (: 0,

st 5.5)

das heifit X; = X, fast sicher (fiir jedes ¢ € [0, 1]). O
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Bemerkung 5.15.

1. Aus dem Beweis des Satzes ist ersichtlich, dass eine Modifikation ()Ai: t)te(0,T]
existiert, deren Pfade Holder-stetig mit Holderexponent o < £/~ sind
(das heifit fiir jedes a € (0,¢/7) und jedes w € 2 existiert eine positive
Konstante ¢, ,, so dass

Xs(w) — )zt(w) < cCawls =17, s,t € 10,7,

gilt).
2. Oft ist (5.5) fiir v =4 und € = 1 erfiillt:

E|X,— X, <c|ls—t]*, s,tel0,T]

3. Der Satz gilt auch fiir Banachraum-wertige Prozesse (mit || Xs — X¢|| statt
|X, — X;| und fiir mehrdimensionale Zeitmengen [0,7]¢ (mit |s — ¢|*"*

statt |s — ¢|' 7).

Sei C = C[0,T] der Banachraum der stetigen Funktionen w:[0,T]— R mit der

Supremumsnorm |jw| = sup |w(t)]. Mit B¢ bezeichnen wir die zugehorige
te[0,T]
Borel-o-Algebra. Fiir t € [0, T] bezeichne 7y : C — R die durch

m(w) = w(t), w € C, definierte eindimensionale Projektion.

Satz 5.16. (Kanonisches Modell eines stochastischen Prozesses)
(Ubungsaufgabe)

Sei X = (X¢)iejo,m) ein reellwertiger stochastischer Prozess mit stetigen Pfaden.

(i) Dann ist X : Q@ — C[0,T], w +— X (w), eine (C,B¢)-wertige Zufallsva-
riable.

(ii) SeiPx =PoX~! die zugehirige Verteilung. Dann ist (¢)ie(o,) ein Prozess
mit stetigen Pfaden auf (C,B¢,Px), dessen endlich-dimensionale Vertei-
lungen auf denen von X tbereinstimmen.

5.3. Beispiele

5.3.1. Folgen von unabhingigen Zufallsvariablen

Sei E ein polnischer Raum und €& die zugehorige Borel-o-Algebra. Gegeben
sei weiterhin eine Folge (X,,) unabhingiger (E, &)-wertiger Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, §,P) derart, dass u,, die Verteilung von X,
mit (n € N) ist, das heifit 1, = Po X, 1. Die zugehérigen endlich-dimensionalen
Verteilungen besitzen dann die Gestalt

Pnl,...,nr = ,unl ® Tt ®Mnr (1 S ny < Nno < - < n'r‘) (5.8)
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(vgl. Satz 2.20). Da sich diese durch Projektion aus Py 2 . ., ergeben, geniigt
es im wesentlichen,

Pioni=1 @ @ iy, (n € N)

zu betrachten. Diese erfiillen die Kolmogorovsche Vertréglichkeitsbedingung:
Ist m, : E""' — E™ mit m,(21,...,Tn, Tne1) = (21,...,2,) die Projektion
von E"T auf E™, so gilt

HDl,...,n = HDl,...,n,n—l—l o 77-7:1-
Tatsiéichlich, fir A € ¢ ist 7, 1(4) = A x £ € E"™! und

(1 @+ @ pn @ pn1) (M (A)) = (11 @ .. ® ) (A) - i1 (E) -

Also existiert nach dem Satz von Kolmogorov (Satz 5.9 und Folgerung 5.10) ei-
ne Folge (X,,) von (E, &)-wertigen Zufallsvariablen, deren endlich-dimensionale
Verteilungen die Gestalt (5.8) besitzen. Daraus folgt, dass diese Zufallsvariablen
unabhiingig sind (Ubungsaufgabe) und X,, die Verteilung p, besitzt (n € N).

5.3.2. Markovketten

Gegeben seien eine hochstens abzdhlbare Menge I, eine Verteilung (p?);e; und
Ubergangswahrscheinlichkeiten (p;;); jer. Man , konstruiere* eine homogene Mar-
kovkette (X, )nen, mit Anfangsverteilung (p{) und Ubergangswahrscheinlichkei-
ten (p;;). Die endlich-dimensionalen Verteilungen dieser Kette lassen sich dann
durch deren Einzelwahrscheinlichkeiten beschreiben und besitzen die Gestalt

.o . 0 L .
Po,1,....n (%0, 71, - -y in) = Dj Pigiy - - - Pip_1in (n € Nosio,...,in €1).

Diese erfiillen die Kolmogorovsche Vertréglichkeitsbedingung. Tatséchlich erhélt
man mit der Projektion 7, : I"*2 — I™*! fiir beliebige A C I"t!:

-1 _ E 0
IP)O 7777 n,n+1(7rn (A)) - p’iopioil t 'pinflinpini'rwkl
(205--+3%n sin41)
€AXI
— E 0. . . . § .
- piopzozl .. 'pzn_1zn pznzn_H
(io,.‘.,in)eA int1E€1
=1
= IP)Ovlr--an(A)'

Also existiert nach dem Satz von Kolmogorov eine Folge (X,)nen, [-wertiger
ZufallsgroBlen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum, deren endlich-dimensionale
Verteilungen durch (5.9) gegeben sind:

P(Xo = ig, X1 = i1,..0; Xp = i)
= p?opioil...pi",lin (n € Nosig, ..., in € I). (5.9)

Hieraus folgt leicht, dass (X;,) eine homogene Markovkette mit Zustandsraum I,
Anfangswahrscheinlichkeiten (p?) und Ubergangswahrscheinlichkeiten (p;;) ist.
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5.3.3. Markovprozesse mit diskreter Zeit und allgemeinem
Zustandsraum

Sei der Zustandsraum ein Polnischer Raum (E, &) mit durch ein Wahrschein-
lichkeitsmafl po auf (E, €) gegebener Anfangsverteilung.

Die Ubergangsfunktion sei P(z,T) (z € E, ' € &) , ein Markovkern. Die
endlich-dimensionalen Verteilungen sollen die Gestalt

Po1. n(A) 2//.../]1A(:1:0,:1:1, 2 P&y dan) (w0, dza)p®( dzo) (5.10)

mit n € Ny und A € ¢"*! besitzen. Damit ist die Kolmogorovsche Vertriglich-
keitsbedingung erfiillt. Die Frage die bleibt ist die, wie man in diesem Falle
die Markoveigenschaft und die Homogenitét formuliert oder wie man diese aus
(5.10) ableiten kann.

5.3.4. Gaufllprozesse

Definition 5.17. Ein reellwertiger Prozess (X;):es heifit GauBprozess, wenn
seine endlich-dimensionalen Verteilungen Normalverteiungen sind.

Die Abbildungen m : I — R und k : I x I — R definiert durch m(t) := EX;
und k(s,t) = E(Xg — m(s))(Xy — m(t)), s,t € I, heilen Mittelwert- bzw.
Kovarianzfunktion des GauBprozesses.

Die endlich-dimensionalen Verteilungen sind die Verteilungen der Gauflschen
Vektoren (Xy,,..., Xy, )" (t1,...,tn € I;ty # t;). Diese besitzen den Mittelwert-
vektor (m(t1),...,m(t,))" und die Kovarianzmatrix (k(t;,t;))7 ;=;- Da die Kova-
rianzmatrix eines normalverteilten Vektors stets symmetrisch und nichtnegativ

definit ist, ist die Kovarianzfunktion k£ ebenfalls symmetrisch und negativdefinit:
k(s,t) = k(t,s) (s,t 1)

Z k(tz,tj))\z)\J >0 (nGN;tl,...,tn el M\,...\n ER)

1,7=1

Satz 5.18. Gegeben seien eine beliebige nichtleere Menge I und Funktionen
m: 1 — R, k: I x1I — R. Ist k nichtnegativ definit, so existiert ein
Gaufsprozess (Xi)ier mit Mittelwertfunktion m und Kovarianzfunktion k.

Beweis. Seien n € N und tq1,...,t, € I mit t; # t; beliebig gewéhlt. Dann
existiert eine Normalverteilung pu, .. ¢, auf (R™,B") mit dem Mittelwertvektor
m = (m(t1),...,m(t,))" und der Kovarianzmatrix K = (k(t;, ;)7 ;-
(Ist (™ (dx) = (27)~"/2 exp {—@} dz die n-dimensionale Standard-Normal-

verteilung, so erhélt man p, . ., als Bild von u(”) beziiglich der linearen Trans-
formation
T(z) = KY?¢ +m, z e R",
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das heif3t juz, ... = u(”) oT~! da die so definierte Verteilung die charakteristi-

sche Funktlon
. 1
Pti,..tn ()‘) = €Xp {Z()‘vm) - §(K)‘7 )‘)} ) A€ Rna

besitzt; siche Wahrscheinlichkeitstheorie I).

Die Familie der Verteilungen . ., erfiillt die Kolmogorovsche Vertraglich-
keitsbedingung: Mit der Projektion 7, : R®*! — R” ist nur zu zeigen:

_ -1
/"Ltlv'“atn - Mtla"‘atn-Fl © 7Tn :

Da eine Verteilung auf R™ durch ihre charakteristische Funktion eindeutig be-
stimmt ist, kann man dies mit Hilfe des Integraltransformationssatzes (x) und
durch die Berechnung der charakteristischen Funktion von i, ..+, ., (**) nach-
priifen:

En k=1
(:) / €xp { Z )\kxn} Kty g (dl‘l, e 7dxn+1)
Rn+1
n+1 n+1
( ) exp thk )\k__zktk:tl )\k)\l
- k=1

Am+4+1=0

= exp thk )\k——Zk’tk,tl >\k7)\l ,

k,l=1

und dies ist die charakteristische Funktion von p, .+ . Also existiert nach
dem Satz von Kolmogorov ein reellwertiger Prozess (Xi):cs, dessen endlich-
dimensionale Verteilungen gerade 1, ...+, sind. Dieser Prozess ist ein Gaufipro-
zess (da pu, ..+, GauBsch ist), und seine Mittelwert- und Kovarianzfunktion

stimmen mit m bzw. k iiberein:

EX; = /x,ut(dx) = m(t)

R

E(Xs —m(s))(X; —m(t)) = /(w —m(s))(y — m(t))ps,e(dr, dy) = k(s, 1)

RQ

(Man benutze die Darstellung von p; beziehungsweise ji,, als Bildmafl seiner
Standard-Normalverteilung beziiglich einer linearen Transformation). U
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5.3.5. Wienerprozess

R. Brown(1828), L. Bacheliér(1900), A. Einstein(1905), N. Wiener(1923)

Definition 5.19. Ein reellwertiger stochastischer Prozess W = (W} )¢[0,00) heifit
Wienerprozess (Brownsche Bewegung), falls folgendes gilt:

a) Wy(w) = 0 fiir alle w;

b) W besitzt unabhéngige Zuwéchse: das bedeutet fiir beliebige n € N und
0<ty<--- <ty sind die ZufallsgroBen Wy,, Wy, — Wy, ..., Wy, =W, |
unabhéngig;

c) W besitzt stationéire Zuwiéchse: fiir beliebige ¢, h > 0 besitzen Wy, — W,
und W, die gleiche Verteilung;

d) Wy ist N(0,t)-verteilt;

e) W besitzt stetige Pfade.

Behauptung 5.20. Fin reellwertiger Prozess W = (Wt)te[o,oo) st genau dann
ein Wienerprozess, wenn folgendes gilt:

(a) W ist ein Gaufprozess mit Mittelwertfunktion m(t) = 0 und Kovarianz-
funktion k(s,t) =s At (s,t >0).

(b) W besitzt stetige Pfade und Wy = 0.
Beweisskizze.
”:>“

Sein € N und 0 < tl <0< tn Dann ist (th,Wt2 — th,. . .,th — thil)t
ein Gauflscher Vektor mit Mittelwertvektor 0 und Kovarianzmatrix

t1 0
to — 11
(5.11)
0 tn - tn—l
Deshalb ist
th 1 O th
Wt2 I 1 WtQ - th
=1 . (5.12)
th 1 1 --- 1 th — th_1
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ebenfalls Gaufisch (was man mittels linearer Transformation zeigt) mit Mittel-
wertvektor 0 und Kovarianzmatrix

t1 t1
t1 to to
t1 to in

Das heifit, W ist ein GauBprozess mit Mittelwertfunktion m(t) = 0 und Kovari-
anzfunktion k(s,t) = sAt, s,t > 0.

”:“

Sei W Gaufisch mit der Mittelwertfunktion m(¢) = 0 und Kovarianzfunkti-
on k(s,t) = s At. Sei weiterhin n € Nund 0 < t; < --- < t,. Dann ist
(Wi, s Weyy oo, Wy, )t ein GauBivektor mit Mittelwertvektor 0 und Kovarianz-
matrix (5.13). Dann erhélt man mit (5.12) durch ,,Riicktransformation®, dass
(Wi, Wy — Wiy oo ;2Wy, — Wy, )t ein GauBvektor mit Mittelwertvektor 0
und Kovarianzmatrix (5.13) ist. Also sind Wy, , Wy, — Wy, oo Wy, — Wi,
unabhéngig und normalverteilt mit Varianzen ¢q,to —t1,...,t, —t,—1 und Mit-
telwert 0. O

Bemerkung 5.21. Oft fordert man 0.B.d.A Wy = 0 und die Stetigkeit der Pfade
nur fast sicher (statt fiir alle Realisierungen).

Behauptung 5.22. Der Wienerprozess existiert.

Beweis. Wir zeigen, dass ein Prozess W mit den Eigenschaften (i) und (ii) aus
Behauptung 5.19 existiert. s

Wegen Satz 5.17 geniigt es zur Existenz eines Prozesses W = (Wt)te[o,oo) mit
der Eigenschaft (i) nachzuweisen, dass die Funktion k(s,t) = s At (s,t > 0)
nichtnegativ definit ist. Dies folgt daraus, dass firn e Nund 0 <t; < --- <1,
gilt

t1 t; - 1t
t1 ty - to )
tl t2 Ce tn

mit

Vi 0

und eine Matrix der Gestalt C'C! stets nichtnegativ definit ist. Es bleibt zu
zeigen, dass W eine stetige Modifikation W besitzt. Hierzu iiberpriifen wir, dass
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die Vorraussetzung des Satzes von Kolmogorov-Centsov mit v = 4 und ¢ = 1
erfiillt ist:

— —— |4
‘WS—Wt —3|s— ] (s,t>0).

—————
N(0,|s—t|)-verteilt

Wegen EWZ = 0 ist auflerdem Wy = 0 fast sicher (und durch Abénderung von
W auf einer Nullmenge kann man Wy = 0 erreichen). 0

5.3.6. Poissonprozess

Definition 5.23. Ein Ny-wertiger stochastischer Prozess N = (IN¢);c[0,00) heifit
Poissonprozess mit Parameter A > 0, falls folgendes gilt:

a) No(w) = 0 fiir alle w;

b) N besitzt unabhéingige Zuwéchse;

) N
)

c) N besitzt stationdre Zuwéchse;

d) N, ist Poisson-verteilt mit Parameter A\t (¢t > 0);
)

e) N besitzt stiickweise konstante rechtsstetige Pfade.

Behauptung 5.24. Der Poissonprozess existiert.

Beweisidee. Der Poissonprozess lasst sich explizit konstruieren. Wir wissen, dass
eine Folge (7,,) unabhingig identisch exponential-verteilter Zufallsgrofien mit
Parameter A (auf einem gewissen Wahrscheinlichkeitsraum) existiert. Dann setzt
man

Ni(w) = max{nEN ZTZ <t} (t>0,weN)

=1

—

Y w & g

——

[

——

+ —

[P T—— [ E— t

Tie) Tow) Jate) Ja(e)

Dieser Prozess erfiillt (i)-(iv) und auflerdem fast sicher Eigenschaft (v). O






Kapitel 6

Ergodentheorie

6.1. Grundlegende Begriffe

Als Vorrausetzung fiir diesen Abschnitt sei (€2, §,P) ein beliebiger Wahrschein-
lichkeitsraum.

Definition 6.1. Eine Abbildung 7" : 2 — €2 heifit mafferhaltende Transforma-
tion, wenn sie §-g-messbar ist und P invariant 148t (das heift wenn PoT- 1 =P

gilt).

Definition 6.2. Sei X = (X, )nen, ein stochastischer Prozess mit Werten in
einem messbaren Raum (F,&). Der Prozess X heifit stationdr, wenn er die

gleiche Verteilung wie der Prozess X = (X,,+1)nen, besitzt.

Ein stochastischer Prozess X ist also genau dann stationér, wenn fiir beliebige
n € Ny und beliebige A € ¢+

P((Xo, ..., Xn) € A) = P((X1, ..., Xnt1) € A)
gilt.

Die néchste Behauptung gibt Aufschluss dariiber, in welchem Sinne die Betrach-
tung maflerhaltender Transformationen dquivalent zur Betrachtung stationérer
Prozesse ist.

Behauptung 6.3. Sei (E, €) ein belicbiger messbarer Raum.

(a) Ist T eine maferhaltende Transformation und Xo eine (E, €)-wertige Zu-
fallsvariable, so wird durch

X, :=XgoT"  (n€Ny)

ein stationdrer Prozess X = (X, )nen, definiert (T° :=id, T" :=To...oT).

(n—mal)
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(b) Sei X = (X,)nen, ein stationdrer Prozess mit Zustandsraum (E, &) und
Px seine Verteilung auf (ENo, &Y0). Dann wird durch

T((#n)neny) == (Tns1)neNgs  (Tn)nen, € BN,

eine maferhaltende Transformation auf dem kanonischen Wahrschein-
lichkeitsraum (ENo, &No Py) definiert. Der kanonische Prozess (7p)nen,
stimmt dann mit dem in (a) zu T und 7y konstruierten stationdren Pro-
zess tiberein. (Wie frither bezeichnet w, : ENo — E dabei die Projektion
auf die n-te Koordinate)

Beweis.

(a) Seien dazu n € Ny und B € ¢"T! beliebig gewiihlt.
Wegen X,,11 = X,, 0T (n € Ny) gilt, da T maflerhaltend (x) ist:

P(X1,...,Xpi1) €EB) = P((XooT,...,Xno0T) € B)

= P(T'({(Xo,...,X,) € B)))
= P((Xo,...,X,) € B)

*

~
~—

(b) T ist &No-gNo_messbar: Fiir beliebige n € Ny und A € & ist
T~ m,  (B)) = m, 1 (B).

Da die eindimensionalen Projektionen 7, n € Ny, die o-Algebra ¢No er-
zeugen, liefert dies die gewiinschte Messbarkeit.

T lift Px invariant: Sei X = (Xn+1)nen,- Dann gilt:

X =ToX und Ps = Px (Stationaritét von X).
Deshalb ist

PxoT '=PoX Yol '=Po(TloX)'=P;.
Die letzte Aussage in (b) ist wegen

T, =mgo 1" (n € Ny)
offensichtlich.
[l

Definition 6.4. Sei T : 2 — Q und A C Q. Die Menge A heifit T-invariant,
falls T~1(A) = A gilt.

Behauptung 6.5. Sei T eine maflerhaltende Transformation. Dann ist
J:={Ae§: T '(4) =4}

eine Teil-o-Algebra von §, die o-Algebra der T-invariantan Ereignisse.
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Beweis. Ubungsaufgabe
Definition 6.6. Sei T eine maferhaltende Transformation.

a) T heifit ergodisch, wenn die o-Algebra J der T-invarianten Ereignisse P-
trivial ist, das bedeutet, dass fiir jedes A € J endweder P(A) = 0 oder

P(A) =1 gilt.
b) T heifit mischend, falls fiir beliebige A, B € § gilt
lim P(ANT™"B)=P(A)P(B) (6.1)

(das heiit die Ereignisse A und T~"B sind fiir n — oo asymtotisch un-
abhéngig).

Satz 6.7. Jede mischende Transformation ist ergodisch.

Beweis. Sei T mischend (x) und J die o-Algebra der T-invarianten Ereignisse.
Dann gilt fiir beliebige A € J

P(A) =P(AN A) = P(ANT ™A) ”(l;i" P(A) -P(A).

Also ist P(A) = P(A)? und folglich P(A) € {0, 1}. O

Behauptung 6.8. Gilt (6.1) fiir alle A, B aus einer Algebra, die § erzeugt, so
ist T' mischend.

Zum Beweis benutzt man das folgende Lemma aus der Mafitheorie (siehe z.B.
Bauer, MaB- und Integrationstheorie, Satz 5.7)

Lemma 6.9. Sei 2, eine Algebra, welche die o-Algebra § erzeugt. Dann existiert
zu jedem A € § und jedem € > 0 eine Menge Ag € Ay mit P(AAAp) < e.

Beweis der Behauptung 6.8. Sei g eine Algebra mit o(20p) = §, und (6.1) gelte
fiir alle A, B € 2. Seien auflerdem A, B € § und € > 0 beliebig gew#hlt. Nach
Lemma 6.9 existieren dann Ay, By € 2y mit P(AAA) < € und P(BABy) < e.
Dann folgt, da T maferhaltend (x) ist,

IP(ANT"B) —P(AgNT "By)| < P(AAAy) +P(T "BAT "By)
5 P(AAAp) + P(BAB)
< 2e

und
[P(A) —P(Ag)| <&, [P(B) —P(By)| <e.
Da lim P(ApNT~"By) = P(Ap)P(By) gilt und & > 0 beliebig klein gewihlt

n—oo

werden kann, folgt hiermit leicht die Behauptung
lim P(ANT™"B)=P(A) - P(B).

n—oo
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Bemerkung 6.10.

1. Die durch T((zn)nen,) = (Tnt1)nen, definierte Abbildung 7' : ENo — ENo
wird oft Verschiebungsoperator oder auch Gleitoperator genannt.

2. Ein stationdrer Prozess X = (X,,)nen, mit Zustandsraum (E, &) heifit er-
godisch (mischend), wenn der Gleitoperator T" auf dem kanonischen Wahr-
scheinlichkeitsraum (ENo, ¢No Py) ergodisch (mischend) ist.

6.2. Beispiele

1. Jede beliebige Folge X = (X,,)nen, von unabhdngig identisch verteilten
(E, €)-wertigen Zufallsvariablen ist ein ergodischer stationdrer Prozess:

Sei p die Verteilung von X auf dem messbaren Raum (F, ). Dann besitzen
(Xo,...,X,) und (Xq,...,X,+1) die gleiche Verteilung, ndmlich p ® -+ ® p
((n + 1)-mal) (n € Np). Also ist X stationér.

Die von den Zufallsvariablen X, erzeugten o-Algebren §, := o(X,), n € Ny,
sind unabhingig. Seien nun 7 der Gleitoperator auf ENo und A € ¢No eine
T-invariante Menge, das heifit 77" A = A fiir alle m. Mit X,,, := (Xy4n)nen,
bezeichnen wir den um m Zeiteinheiten verschobenen Prozess. Dann gilt:

{(Xed}={XeT ™A} ={X,€Ate \/ &, VmeN,.

k=m

Alsoist {X€e A} €T =] V k-

m=0 k=m
Nach dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov (Satz 2.13) ist die Tail-o-Algebra T o, P-
trivial, das bedeutet

Py (A) = P(X € A) € {0,1}.

Also ist T ergodisch auf (ENo, ¢No Py). Der Gleitoperator ist sogar mischend,
was leicht mit Hilfe der Behauptung 6.8 und der Algebra der Zylindermengen
folgt (Ubungsaufgabe).

2. Drehoperator auf dem Finheitskreis.

Sei D := {z € C: |z|] = 1} der Einheitskreis, B p die zugehorige Borel-o-Algebra
(die von den Kreisbogen erzeugt wird) und Ap das normierte Lebesgue-Maf} auf
B p (das heifit dasjenige MafB, dass jedem Kreisbogen seine Léange/27 zuordnet).
Fiir jedes ¢ € D definieren wir den Drehoperator

T.(w) =c-w (we D).

Dann ist T, eine maflerhaltende Transformation auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (D, Bo, A\p). (Die Urbilder von Kreisbogen beziiglich T, sind Kreisbogen
gleicher Lénge)

Satz 6.11. Der Drehoperator T, ist genau dann ergodisch, wenn c keine Fin-
heitswurzel ist (das heifst, wenn fir keinn € N, ein e € D mit e" = 1 existiert).
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Wir beweisen zunéchst

Lemma 6.12. Ist ¢ keine Einheitswurzel, so liegt die Folge (¢ )nen, dicht in D.

Beweis. Die Folge (¢™) besitzt mindestens einen Hiufungspunkt wy € D. Sei
nun ¢ > 0 beliebig gewéhlt. Dann existieren natiirliche Zahlen m < n mit
|[c™ — wp| < € und |¢" — wp| < e. Daraus folgt

0<|c"™—1] < 2.
Deshalb findet man zu jedem w € D ein k € Ny mit |[F"=™) — w| < 2¢ U

Beweis des Satzes.

19 Sei ¢ eine Einheitswurzel,
das heifit es existiert ein n € N mit ¢” = 1. Fiir dieses n ist dann 7'
die Identitit, und fiir jedes A € Bp ist AUT,TAU--- U 77 ™Y A eine
T-invariante Menge. Wir wihlen A € Bp so, dass 0 < Ap(A4) < 1/n gilt.
Dann folgt, da T, maflerhaltend (x) ist,

n—1
0<Ap(AUT, AU UT; " DA) <) Ap(T.FA) = nAp(A) < 1.
k=0 ¥

Folglich ist T, nicht ergodisch.

29 Sei nun c keine Einheitswurzel.

Mit 2y bezeichnen wir die Algebra aller endlichen disjunkten Vereinigun-
gen von Kreisbégen. Dann ist o(2(y) = Bp.

Sei nun A € Bp eine beliebige T-invariante Menge, das heifit 7714 = A.
Angenommen Ap(A) > 0. Wir miissen zeigen, dass dann Ap(A4) = 1 gilt.
Sei € € (0,1/2) beliebig gewihlt. Nach Lemma 6.9 existieren endlich vie-
le paarweise disjunkte Kreisbogen I4,...,I,, so dass fir B := |J I die

k=

1
Ungleichung

)\D(AAB) < 6)\0(14)
gilt. O.B.d.A sei Ap(Iy) < e fir k =1,...,n. Wir erhalten

Ap(AAB) < eAp(A) <2e(1—e)Ap(A) < 2e(Ap(A)—Ap(B)) < 2eAp(B).

Daraus folgt:

i)\D(AmIk) = )\D(AQB)Z)\D(B)—)\D(AAB)
k=1

> (1-20)Ap(B)=(1-2)> Ap(l)
k=1
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Mindestens einer der Kreisbogen [, welchen wir mit I bezeichnen wollen,
erfiillt deshalb
)\D(A N I) > (1 — 26))\D(I).

Nach Lemma 6.12 existieren ein r € N und nq,...,n, € N derart, dass die

Kreisbogen T,7"1,..., T "I paarweise disjunkt sind und den Einheits-

kreis bis auf eine Menge vom Maf} < 2¢ ausfiillen.

Fir j=1,...,r gilt da A T.-invariant (*) und maferhaltend (xx) ist:
)\D(A N Tc_nd) = )\D(Tc_njA n Tc_nj I)

*

—~
~

)\D(Aﬂf)

—
*
%

N

(1 —2e)Ap(I)
(1= 26)\p (T 1)

und folglich

Ap(4) > Z Ap(ANT ™)

j=1

> (1-2) Z Ap (T 1)
j=1

> (1 —2¢)2

Da ¢ > 0 beliebig klein gewihlt werden kann, ist tatséchlich Ap(A4) = 1.
U

Bemerkung 6.13. Der Drehoperator T, ist fiir kein ¢ € D mischend

Beweis. Hierzu sei 0.B.d.A. ¢ keine Einheitswurzel. Da die Folge (¢™) dicht in
D liegt, existiert eine Teilfolge (¢™*) mit ¢™ — 1 fir & — oo. Ist I ein
Kreisbogen mit 0 < Ap(I) < 1, so folgt:

Jim Ap(INT,;™1) = lim Ap(INToi )

k—o0
= Ap(I) # Ap(1)*.
U

3. Stationdre Markovketten:

Jede irreduzible, aperiodische und stationidre Markovkette X = (X, )nen, mit
einem endlichem Zustandsraum I ist mischend (und folglich ergodisch):

Dabei sei (p?);er die (stationire) Anfangsverteilung und (p;;); je; die Uber-
gangsmatrix.

Aus Wahrscheinlichkeitstheorie I wissen wir, dass die Stationaritéit der Markov-
kette X gleichbedeutend ist mit

Zp?pij = pj, Jel.
iel
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Unter den obigen Vorraussetzungen gilt die Aussage des Konvergenzsatzes fiir

Markovketten:

lim p(-T-L)

(2
n—oo J

Wir zeigen, dass der Gleitoperator T auf (INo, 3(I1)No, Px) mischend ist. Auf-
grund der Behauptung 6.8 geniigt es, Zylindermengen

=p), i,j €1.

A= {(in)neNO (o, .. ir) € Z} mit A C 7+
und - ~
B= {(in)neNO g, ..., is) € B} mit B C [°+!

zu betrachten. (Die Zylindermengen bilden eine Algebra, die die o-Algebra
P(HNo erzeugt.) Fiir n > r gilt dann:

Px(ANT™"B) = P((Xo,...,X,) €A, (Xpn,...,Xnss) €B)
= Z Z pg()pioil ”'pir—lirpgf‘j;T)ijjl ”'pjs—ljs
(10, ir)EA (jo,....js)EB
Mit der Konvergenzaussage (6.2) folgt hieraus
nll_)H;O IP)(A m Tan> = Z ploopioil o .pirfli'r Z pgopjojl o .pjsfl.js
(i0,...,ir)EA (jo,..,js)EB
= P((Xo,...,X,) € A)-P(Xo,...,X,s) € B)
= Px(A) - Px(B).
Also ist T" mischend.

6.3. Ergodensitze

Sei (€2, §,P) wieder ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum

Satz 6.14. (Individueller Ergodensatz von Birkhoff)
Seien T eine majfSerhaltende Transformation undJ die o-Algebra der T -invarianten
FEreignisse. Dann gilt fiir beliebige f € L1(IP)

n—1
1
lim — k= 3 - cher.
Jim Z foT" =E[f|7] P-fast sicher
k=0
Bemerkung 6.15. T' ist genau dann ergodisch, wenn E [f|T] = Ef fast sicher fiir
alle f € LY(P) gilt. (Ubungsaufgabe)

Folgerung 6.16. Sei X = (X,,)nen, €in ergodischer stationdrer Prozess mit
Zustandsraum (E, €). Dann gilt fiir beliebige n € Ng und jede messbare Funktion
f: B — R mit f(Xo,...,Xm) € LP):

n—1
1
nh_)rgo - ];)f(Xk,...,Xk+m) =Ef(Xo,...,Xmn) fast sicher.
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Beweis. Nach den obigen Vorraussetzungen ist der Gleitoperator T auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (EYNo, ¢No Py) ergodisch. Mit ,,, : ENo — Em+!
bezeichnen wir die Projektion auf die ersten m + 1 Koordinaten. Wegen

B|f(Xor. . X)| = [ 1 0| dPx

ist fom, € L' (Px), und der Birkhoffsche Ergodensatz liefert:

n—1
1
lim — Z fomyo Tk = /f o Tmd Px Px-fast sicher

Die Behauptung folgt nun wegen

n—1
o1
P (nh_{lgo - ;Of(xk, . ,Xk+m) =Ef(Xo,---, Xm))

n—1
1
= Px| lim - = .
x(nh_{goanowmoT> /fovrdeP’x
k=0
O

Der Ergodensatz liefert also insbesondere eine Verallgemainerung des starken
Gesetzes der grofien Zahlen auf ergodische stationdre Prozesse. (Man beachte
hier, dass die Zufallsvariablen X, im Allgemeinen nicht unabhéngig sind.)
Zum Beweis von Satz 6.14 setzen wir

n—1
X, =foT"und S, :=>» Xz  (n€Ny).
k=0

Insbesondere ist (X,,) ein reellwertiger stationérer Prozess mit Xo € £!(P). Wir
setzen

M,, := max {0,S51,...,5,} (n € N).
Lemma 6.17. (Mazimal-Ergodenlemma von Hopf)
E(Xola,s0) >0, neN.
Beweis. Fir 1 <k <nist M,,oT > S, oT. Also ist
Xo+MyoT > Xog+ SpoT = Siyi,

das heif3t
Xo > Sps1— M, oT, 1<k<n.

Dies gilt auch fiir k£ = 0. Folglich ist

Xo > max{S1,...,S.} — M, oT (6.2)
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Auflerdem ist
(M, >0} = {M, =0} N {M,oT >0} C {M, — M,oT <0}, (6.3)
deshalb erhalten wir, da 7' maflerhaltend (%) ist,

EXola, >0

v

E(max {S1,...,S.} — My, o T)1ps, >0
(6.2)

= E(M, — M, oT)l, >0
> E(M,—M,oT)

0

Beweis von Satz 6.14. Wegen E [Xo|J]oT = E [Xo|J] fast sicher (Ubungsaufgabe)
koénnen wir 0.B.d.A. E [X(|J] = 0 fast sicher annehmen (andernfalls betrachtet
man X,, := X,, — E[X,|3] an Stelle von X,,, n € N).
Dann ist nur

Z := limsup lSn < 0 fast sicher

zu zeigen (lim inf %Sn > 0 fast sicher folgt hieraus durch den Ubergang von X,
zu —Xp).

Sei € > 0 beliebig und F := {Z > ¢}. Dann ist also nur P(F) = 0 zu zeigen.
Wegen Z oT'= 7 ist ' € J. Wir setzen

Xi= (X, —e)lp, S5 =) Xj,

M; = max {0, S57,...,S;.}, F, :={M; > 0}
Offenbar ist F; C F, C F3 C ... und

> 1 1
U F, = {sup—S,i >0} = {sup—Sk >5}ﬂF:F.
et L Kk r k

Also gilt F,, T F, und der Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz
liefert
lim E(X{lp, ) =E(X{lp) = EXS.

n—oo

Da das Maximal-Ergodenlemma von Hopf auf (X:) angewandt werden kann,
gilt E(X§1g, ) > 0 fiir alle n. Also ist

0 S EXS = E((XO - 6)]1}7) FE‘T E[]E [X() - €|3] ﬂF] = —¢€ IP(F)

und somit tatsdchlich P(F) = 0. O
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Satz 6.18. (LP-Ergodensatz von Neumann) Seien T eine maferhaltende Trans-
formation, p > 1 und f € LP(P). Dann gilt.

n—1

1
lim — ) TF =E[f|3] in LP(P).
nljf;onk_ofo [F13] in L£P(P)

Beweis. Ubungsaufgabe. Der Satz la8t sich nicht direkt mit majorisierter Kon-
vergenz aus dem individuellen Ergodensatz ableiten, da im Allgemeinen keine
p-fach integrierbare Majorante existiert.
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Schwache Konvergenz von
Wahrscheinlichkeitsmaiflen

7.1. Definition und erste Eigenschaften

Motivation: Sei (Sy,)nen, eine in 0 startende einfache symmetrische Irrfahrt auf
Z, das heifit S, = > "7 _, X, wobei (X,,) eine Folge von unabhéngigen identisch
verteilten ZufallsgroBen mit P(X; = —1) = P(X; = 1) = 1 ist. Der Zentrale
Grenzwertsatz besagt, dass die Verteilungen der Zufallsgréflen ﬁSn fiirn — oo
schwach gegen die N/ (0, 1)-Verteilung konvegieren.

Betrachten wir den Prozess(.S,,) auf dem Zeithorizont von 0 bis n, so ist dies eine
asymptotische Aussage iiber die Verteilung des Prozesses zum Endzeitpunkt n.
Dies sagt aber nichts iiber den zeitlichen Verlauf, die zuféllige Dynamik, des
Prozesses bis zum Endzeitpunkt aus. Um die Dynamik zu erfassen, reskalieren
wir zusétzlich den Zeithorizont auf [0, 1] :

Wir betrachten die Punkte

1 1 2 1 n 1
0,0), | -,—= 5 , | = —F= 5 sdots, | —,—= Sy
0.0 (2= 510 (2 sl ) sots, (2= 500)
und verbinden diese stiickweise linear:
Damit erhalten wir fiir jedes n einen stochastischen Prozess

Y, = (Yn (t))te[o,l]

mit stetigen Pfaden.
Die Verteilung von Y,,(1) konvergiert schwach gegen N (0, 1).

Frage: Wie verhilt sich die Verteilung des Prozesses Y,, auf C [0, 1]7 Gilt hierfir
eine unendlich-dimensionale Version des Zentralen Grenzwertsatzes?
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Seien dazu

(E, o) ein metrischer Raum und B g die zugehorige Borel-o-Algebra,
P(E) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf (F,Bg),
C(E) die Menge aller beschrinkten stetigen Funktionen f : E — R.

Definition 7.1.

a) Seien p,,pn € P(E). Man sagt, die Folge (i) von Wahrscheinlichkeits-
mafen konvergiert schwach gegen das Wahrscheinlichkeitsmafl p, falls fiir

alle f € C(E) gilt:
lim /fd,un :/fd,u.

Schreibweisen: [ — [y =W - lim p,
n—oo

b) Seien X,, X (E,Bg)-wertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, §,P). Man sagt, die Folge (X,) konvergiert in Verteilung
gegen X, wenn die Verteilungen dieser Zufallsvariablen schwach konver-
gieren:

PoX; ! L PoX L

Schreibweisen: X, L X, L(X,) 5 L(X).
Das folgende Lemma zeigt, dass der Grenzwert p in (i) eindeutig bestimmt ist.

Behauptung 7.2. Fir zwei Wahrscheinlichkeitsmafle pu,v € P(E) gelte fir

alle f € C(E)
/fdu:/fdz/ (7.1)

Beweis. Da die abgeschlossenen Mengen einen N-stabilen Erzeuger von B bil-
den, geniigt es u(F') = v(F) fiir alle abgeschlossenen Mengen F' C E zu zeigen.
Sei deshalb F' abgeschlossen und

Dann ist p = v.

fn(x) = e~ ne@.F) re€ E,neN.

Dann ist f, € C(F) und f, | 1p. Mit dem Satz von Lebesgue folgt dann

p(F) = lim [ f,du = lim [ f,dv=v(F)

Satz 7.3. (Portmanteau-Theorem)
Seien i, p € P(E). Folgende Aussagen sind dquivalent:
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(i) tin — K5
(#) limsup p, (F) < p(F) fir alle abgeschlossenen F C E;

n—oo

(iii) linrr_l)ioréf wn(G) > pu(Q) fir alle offenen G C E;

(iv) nli—>Holo tn(B) = u(B) fir alle b € Bg mit un(0B) = 0.
Beweis. Beweisschema: (1) <= (1) <= (i1i) = (iv) = (i1)
o (1) = (11)":

Seien F abgeschlossen und f,,(z) := e~™¢@ ) Dann gilt f,, € C(E) und
fm | 1p. Damit folgt

F) S/fmdun ”Hoo/fmdu,
das heif3t
lim sup g, (F /fmdu — p(F).

W (11) <= (di7)*:
Offene und abgeschlossene Mengen gehen durch Komplementbildung auseinan-
der hervor.

(1) + (1i1) = (1v)“: ) B
Sei B € B mit p(0B) = 0. Dann ist u(B) = p(B) = u(B), und wir erhalten

lim sup p1,,(B) < limsup p1,,(B) < p(B) = p(B),

n— 00 n— 00 (i1)

lim inf pu, (B) > liminf p,(B) > w(B) = p(B).

n— 00 n— 00 (ii4)

Zusammen ergibt dies
lim p15(B) = p(B).

»(1v) = (i1)*:

Sei F' C E abgeschlossen. Fiir bel. § > 0 bezeichne F° := {z € E : g(z, F) < §}
die abgeschlossene J-Umgebung von F. Wegen 0F° C {z € E: o(x, F) = §}
sind die Rénder 9F°, § > 0, paarweise disjunkt. Deshalb ist die Menge

o0

{5>0:u(8F6)>0}= U {5>0:u(8F6)>%}

m=1

hoéchstens abzéhlbar, da {5 > 0: u(0F%) > %} endlich ist, und es existiert eine
Folge (8,,) mit d,,, | 0 und p(0F%) = 0 fiir alle m. Damit folgt

lim sup g, (F) < limsup pp, (FO) = p(Fo™), m € N.

n—00 n—00 (iv)
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(1) = (i)“:
Sei f € C(E). Wir setzen 0.B.d.A. 0 < f < 1 vorraus. (Dies kann durch lineare
Transformation f = af + b erreicht werden.) Die Mengen

F,Em)::{xEE: f(x)Z%} (k=0,1,...,m;m €N)

sind abgeschlossen und wegen

~k—1
> T Yy
k=1

A

(m) _ : _
und Fy, " = 0 gilt, da ]1{%&%&} = ]IF,ETi - llFém), dass

m

1 m—1 1 m—1
— ;; Byom < f < — ;;) L

Damit erhalten wir

m—1
1 m
limsup/fd,un < = lim sup un(F,g ))
n— 00 m h—p "o
m—1
1 (m)
= — F
(i) m k:()’u( b
1
< —+ / [ dp.
m
Fiir m — oo folgt hieraus
limsup/fd,un §/fd,u.
Da dies auch fiir 1 — f statt f gilt, erhalten wir
liminf/fd,un Z/fdu,
und die Behauptung folgt. U

Lemma 7.4. Sei &€ C B ein N-stabiles Mengensystem mit der Figenschaft,
dass sich jede offene Menge als héchstens abzdihlbare Vereinigung von Mengen
aus € darstellen lisst. Dann gilt fiir beliebige pu,,p € P(E):

lim j,(A) = u(A) VAee = pu, > pu.

n—oo
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Beweis. Wir benutzen die Aussage (iii) des Portmanteau-Theorems fiir offe-
ne Mengen. Sei also G offen und € > 0 beliebig gewihlt. Dann existieren
Al, ,Am € ¢ mit

U Ay QGundu(U Ak> > u(G) —e.
k=1 k=1

Gemifl dem Einschlu-AusschlufSprinzip gilt

un<UAk>:Z<—1>'f-1 S 4,004,
k=1

k=1 1<j1<...<ju<m e

und damit erhalten wir

s (Uae) = (Uae).

k=1 k=1
Also gilt
liminf p, (G) > lim p, (U Ak> = U (U Ak> > u(G) —e.
k=1 k=1

Da & > 0 beliebig klein gewihlt werden kann, folgt hieraus die gewiinschte
Ungleichung. 0

Behauptung 7.5. Seien u,, pn € P(R) und F,, F die zugehorigen Verteilungs-
funktionen. Dann gilt

fn —= 1 == F,(t) — F(t) fir allet € R, in denen F stetig ist.

Beweis.
7’:“:
Sei F in t stetig. Dann ist

p(9(—00,1]) = p({t}) = F(t) - F(t —0) = 0.

Deshalb kénnen wir die Aussage (iv) des Portmanteau-Theorems benutzen und
erhalten
lim F,(t) = lim p,((—o00,t]) = pu((—o0,t]) = F(t).

n—oo n—oo

77<:“:
Da hochstens abzihlbar viele t € R mit p({t}) # 0 existieren ist

¢ = {(a,b]: p({a})=p({d}) =0}
= {(a,b]: F stetig in a und b}
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ein Mengensystem, das die Vorraussetzungen von Lemma 7.4 erfiillt. Insbeson-
dere gilt fur (a,b] € €:

lim pn((a,b]) = lim (Fu(b) = Fa(a) = F(b) — F(a) = p((a,b]).

Also folgt p1, — pu. O
Bemerkung 7.6. Fiir beliebige x,,r € E gilt
T, —rin E <<= 6§, — 0, inPE).

Tatséchlich, aus z,, — «x folgt fiir beliebige f € C(FE)

/fddmn: (zn) — f(x /fd5

Gelte umgekehrt 6, — §,. Da die Funktion f(y) := e~2®?) stetig und be-
schréankt ist folgt

emelEn?) = / fdé,, — / fdo, = e o®®) =1,

das heifit o(x,,z) — 0.

Behauptung 7.7. Seien (E, o) und (E’, o) metrische Riume und h : E — E’
eine stetige Abbildung. Dann gilt fiir beliebige pi,,p € P(E):

fn — pin P(E) = ppoh ™ L poh™ in P(E).

Beweis. Angenommen i, — p. Fiir beliebige f € C(E') ist foh € C(E) und
folglich gilt mit dem Integraltransformationssatz

/fd,unoh1:/fohdun—>/fohdu=/fd,uoh1.

E’ E E E’
U

Fiir unstetige h gilt diese Aussage im Allgemeinen nicht (vergleiche Bemerkung
7.6). Ist h : E — E’ Borel-messbar, so ist die Menge der Unstetigkeitsstellen

Dy :={x € E: h unstetigin =}

B p-messbar und es gilt die folgende Verallgemeinerung der Behauptung 7.7.

Satz 7.8. (ohne Beweis)

Seien (E, 0) und (E', o) metrische Riume, die Abbildung h : E — E’ Borel-
messbar und Dy, die Menge der Unstetigkeitsstellen von h. Dann gilt fiir beliebige
fins b € P(E) mit p(Dp) = 0:

,UJni>U — Mnoh_lihuoh_l,
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Lemma 7.9. Seien (E1, 01) und (Es, 02) separable metrische Raume. Dann ist
FE := Ey x Ey versehen mit der Metrik

o((z1,72), (y1,92)) = 01(x1,y1) + 02(72, y2), (z1,22), (y1,92) € E,
ein separabler metrischer Raum, und es gilt

Br =Bg, ®BE,.

Beweisskizze. Man zeigt leicht, dass o eine Metrik ist. Sind {x%) : meE N}

und {:(:g) : MnE N} Separabilitdtsmengen in F; bzw. Ey (das heifit abzéhlbare

{(x%),a:g)) : om,n € E} eine Separabilitéitsmenge

dichte Teilmengen), so ist
in E. Also ist E separabel.
Die Mengen der Gestalt G; x G2 mit G; und G5 offen in Fy bzw. Es erzeugen
die o-Algebra B, ® Bg, und sind offen. Deshalb ist B, ® Bp, C Bg.

Sind E; und FE» separabel, so 148t sich jede offene Menge in E als abzéhlbare
Vereinigung von Mengen der Gestalt G; x G2 mit GG; und G5 offen in F; bzw.

E5 darstellen. Folglich ist B C Bp, @ BEg,. O

Definition 7.10. Seien X,,, X Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichleitsraum (€2, §,P) mit Werten in einem separablen metrischen Raum
(E, 0). Man sagt, die Folge (X,,) konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X,
falls fiir alle € > 0 gilt:

lim P(o(X,,X)>¢e)=0

n—oo

Schreibweise: X, . x.

Das Lemma 7.9 garantiert, dass fiir separable metrische Rdume E die Abbildung
0: E x E — R beziiglich B ® Bg (und nicht nur beziiglich B« ) messbar
und folglich o(X,,, X) in obiger Definition eine Zufallsgrofle ist.

Behauptung 7.11. Seien X,,, X Zufallsvariablen mit Werten in einem sepa-
rablen metrischen Raum (E, o). Dann gilt

X, x = x,Lx

Beweis. Es gelte X, £, X. Wir wihlen eine abgeschlossene Menge F' C F und
e > 0 beliebig. Wie frither bezeichnen wir mit F¢ := {x € E': p(x,F) <&}
die abgeschlossene e-Umgebung von F'.

Dann gilt die Abschéitzung

P(X, € F) <P(X € F  +P(o(X,,X) >¢)
und folglich da P(o(X,,, X) > ¢) — 0 fiir n — oo

limsupP(X,, € F') <P(X € F®).

n—oo
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Wegen F¢ | FO = F fiir € | 0 (und der Abgeschlossenheit von F') folgt hieraus

limsupP(X,, € F) <P(X € F).

n—oo

Deshalb liefert die Aussage (ii) des Portmanteau-Theorems (siche Satz 7.3) die

gewiinschte Konvergenz X, 'S U

Behauptung 7.12. Seien X, X,,, X! Zufallsvariablen mit Werten in einem
separablen metrischen Raum (E, ). Dann gilt

X, -5 X und o(X,, X)) —0 = X, -4 X

Beweis. Seien F' abgeschlossen, ¢ > 0 und F* die abgschlossene e-Umgebung
von F. Dann gilt

P(X! € F) <P(X, € F°) +P(o(X], Xp) > &).
Unter Benutzung der Aussage (ii) des Portmanteau-Theorems folgt

limsupP(X! € F) < limsupP(X,, € F°) <P(X € F?)

n—oo n—oo

Wegen F© | F fiir € | 0 (und der Abgeschlossenheit von F') ist also

limsupP(X, € F) <P(X € F)

n—oo

und eine nochmalige Anwendung des Portmanteau-Theorems liefert die gewiinsch-

te Konvergenz X/, 4 X O

7.2. Schwache Kompaktheit und Straftheit

Behauptung 7.13. Sei (E, ) ein vollstindiger separabler metrischer Raum
und p € P(E). Dann existiert zu jedem € > 0 eine kompakte Menge K C E
mit u(K¢) < e. (Das heifit p ist auf einer o-kompakten Menge konzentriert: Es
existiert eine Folge (K,,) kompakter Mengen mit pn(|J K,,) =1.)

n

Unendlich-dimensionale Hilbert- und Banachriaume sind im Allgemeinen nicht
o-kompakt. In solchen Rdumen sind o-kompakte Mengen ,,sehr diinn“.

Beweis. Seien p € P(E) und € > 0 beliebig gewihlt.

Da FE separabel ist, findet man zu jedem n € N eine Folge (B,)ren offener
Kugeln vom Radius 1/n, die E iiberdecken. Insbesondere existiert zu jedem
n € N ein N,, mit

wu( U Bni) >1—¢e27".
k<N
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Die Menge
N U Bu
n=1k<N,

ist relativkompakt, das heifit sie besitzt eine kompakte AbschlieBung K. Tat-
séchlich, fiir jedes beliebige 6 > 0 148t sich diese Menge durch endlich viele
offene §-Kugeln iiberdecken (,,Existenz eines endlichen §-Netzes“), und da E
vollsténdig ist, impliziert dies die relative Kompaktheit dieser Menge. Auflerdem
gilt

Wi <p(|J () B < 2 =-.

n=1k<N

Definition 7.14. Sei (F, ¢) ein metrischer Raum.

a) Eine Menge I' C P(FE) heiit (sequentiell schwach) relativkompakt, wenn
man aus jeder Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen in I' eine schwach kon-
vergente Teilfolge auswéhlen kann. Liegt der Grenzwert jeder solchen Teil-
folge in I', so nennt man I" (sequentiell schwach) kompakt.

b) Eine Menge I' C P(FE) heifit straff (englisch ,,tight*), wenn zu jedem € > 0
eine kompakte Menge K C FE existiert sodass fiir alle yp € T’

u(K°) <e.

Bemerkung 7.15.

1. Ist (E, p) vollstindig und separabel, so ist jedes Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (E,Bg) straff (Behauptung 7.13).

2. Ist E kompakt, so ist P(FE) straff.
3. P(R) ist nicht straff, da {d,, : n € N} nicht straff ist.

Satz 7.16. (Prokhorov) (ohne Beweis)
Sei (E, p) ein vollstindiger separabler metrischer Raum und I' C P(E). Dann
qgilt

I' relativkompakt <= T straff

Um den Satz von Prokhorov anzuwenden, benotigt man Straffheitkriterien fiir
konkrete metrische Réume (F, ). Fiir uns ist die Konvergenz in Verteilung von
Folgen stochastischer Prozesse mit stetigen Pfaden besonders interessant.
Deshalb betrachten wir den vollstdndigen separablen metrischen Raum

C = C[0, 1] der stetigen Funktionen z : [0,1] — R
mit der Supremumsmetrik

Q(xay) ‘= Ssup ‘Jf(t) - y(t)| ) T,y € C.
t€(0,1]
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Wir benotigen zunéchst eine Charakterisierung der kompakten Teilmengen von
C. Hierzu fiithren wir das Stetigkeitsmodul w, einer Funktion x € C ein:

we(6) := sup |x(s) —x(t)], 0 >0.
s,t€[0,1]
|s—t|<d

Da z gleichmifig stetig ist, gilt w,(d) | 0.

Satz 7.17. (Arzeld-Ascoli)
Eine Menge K C C ist genau dann relativkompakt, wenn die beiden folgenden
Aussagen erfillt sind:

(i) sup |z(0)] < oo;
reK

1) lim sup w,(0) = 0.

(i) Tim sup v, 6)
(,Gleichmdf$ige Beschrdanktheit und gleichgradige Stetigkeit der Menge der Funk-
tionen aus K “.)

Satz 7.18. Fine Menge I' C P(C) ist genau dann straff, wenn die beiden fol-
genden Bedingungen erfillt sind:

(i) lim suppu({z: |z(0) > a|}) = 0;

a— 00 MEF

(i1) limsup p({z : w,(d) >¢e}) =0, Ve > 0.
610 per

Beweis.
=
Sei I' € P(C) straff und € > 0. Dann existiert eine Folge (K, ) kompakter
Teilmengen in C mit
lim sup u(K;) = 0.

n—00 T

Nach dem Satz von Arzeld-Ascoli existieren zu jedem n Zahlen a,,,d, > 0 mit
K, C{z: |z(0)| <an}, K, C{z: w,(d,) <e}.

Daraus folgt
sup p({z : [2(0)] > an}) < p(K7) — 0

uer n— oo

und
sup p({z : wy(05) > €}) < p(Ky) — 0.

per n— oo

Dies impliziert (i) und (ii).
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7’¢“:
Seien (i) und (ii) erfiillt und € > 0 beliebig vorgegeben. Dann existiert ein a > 0,
so dass

itélgu({a:: 12(0)| > a}) < g mit {z: |2(0)] > a} =: A°

ist. Auflerdem findet man zu jedem k € N ein 0 > 0 mit d; | 0 und

1 1
sup g ({a: we (0r) > E}) < %2"‘“ mit {x: W (0r) > E} =: Aj.
pel

Die Menge K := AN\, Ax ist abgeschlossen (als Durchschnitt abgeschlos-
sener Mengen) und erfiillt die Vorraussetzungen (i) und (ii) des Satzes von
Arzela-Ascoli. Also ist K kompakt. Auflerdem gilt

(& C = C € = € —
sup p(K°) < sup(u(A°) + > p(Af)) < 5t > 32 F=e
p€er nel’ k=1 k=1

Das heifit zu beliebigem ¢ > 0 findet man eine kompakte Menge K C C mit

sup u(K°) < e.
pel’

Mit anderen Worten I ist straff. O

Das folgende hinreichende Kriterium ist fiir Anwendungen oft komfortabler.

Satz 7.19. Fiir die Straffheit einer Menge T' C P(C) sind folgende Bedingungen
hinreichend.

(i) lim 21€1§M({x: z(0)] > a}) =0,

(it) limsup sup u ({x : osup  z(t) —x(s)| > 5}) =0, firallee >0

610 per sefo,1] 0<t—s<§

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass aus der Bedingung (ii) die Bedingung (ii) des
Satzes 7.18 folgt. Zunichst gilt

wy(6) = sup |x(t) — z(s)
s€[0,1]
0<t—5<6
= max sup z(t) — z(s
1<t se[(i—1)4,i0) =(t) (s)
0<t—5<d

Benutzen wir dabei die Abschétzung
lx(t) — x(s)] < |z(t) — z((@i — 1)) + |x(s) — z((i — 1)d)]|, falls ¢t € [(i — 1), 0],
und

j(t) = 2(s)] < [a(t) = 2(@6)] + [x(i0) — x((i = 1)0)| + |2(s) — 2((i = 1)d)][.
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Falls t € [0, (i + 1)4], so folgt

we(6) <3 max sup  |z(t) —z((i — 1)9)].
1<i<6™t te[(i—1)6,i6]

pwl<x: sup |z(t) —x(s)] > °
te[(i—1)9,:4] 3

1
< ) sup —pu ({x : sup |x(t) — x(s)] > E})
s€[0,1] 0 0<t—s<§ 3

Deshalb ist, da

pw{z:ws(x) >e}) < Z 1 <{x : .l sup  |z(t) — z(s)| > %})

| <icet (i—1)8,id)]

1 £
< sup —p ({x . sup () — x(s)] > —}> :
s€[0,1] 0 0<t—s<§ 3

Nach Vorraussetzung (ii) konvergiert der Ausdruck auf der rechten Seite fiir
d | 0 gleichméBig in p € T’ gegen 0, woraus die Vorraussetzung (ii) des Satzes
7.18 folgt. U

Wie frither bezeichnen wir mit m, ;. :C[0,1] — R" (0<t; <--- <t <1)
die endlich-dimensionale Projektion definiert durch

T (@) = (@(ty), ..., 2(t,),  xeC[01].

Der folgende Satz erhellt, wie man die Straffheit zum Studium der schwachen
Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen einsetzen kann.

Satz 7.20. Seien pu,, 1 € P(C). Dann gilt p,, — p denav dann, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

(i) pn ow;’lﬂtr s o 7r7t_1,1.,.,t7, fir aller e Nund 0 <t < --- <t <1.
(Schwache Konvergenz der endlichen-dimensionalen Verteilungen);

(11) {pn : n € N} ist straff.

Beweis.

="

Wegen der Stetigkeit der Projektionen folgt die Behauptung (i) aus Behauptung
7.7. Da jede konvergente Folge relativkompakt ist, liefert der Satz von Prokho-
rov (Satz 7.16) sofort die Straffheit von {u, : n € N}

2 <: “ :
Aus (ii) folgt mit dem Satz von Prokhorov (Satz 7.16) die relative Kompaktheit
von {py, : n € N}. Wiirde (p,,) nicht schwach konvergieren, giibe es deshalb zwei
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Teilfolgen (u!,) und (p!) mit p!, —— p' und p! > p'" fur gewisse p/, "’ € P(C)
mit ' # p”. Da aber die endlich-dimensionalen Projektionen stetig sind, folgt
aus (i), dass die endlich-dimensionalen Projektionen von p’ und p”” mit denen
von p iibereinstimmen. Hieraus folgt p/' = p” = p (was ein Widerspruch zur
Annahme ist). (Die Algebra der Zylindermengen erzeugt B¢, Ubungsaufgabe).
Also konvergiert (ju,,) schwach gegen pu. O

Bemerkung 7.21. Im Beweis wurde folgende leicht zu beweisende Eigenschaft
der schwachen Konvergenz benutzt: Kann man aus jeder Teilfolge einer Folge
von Wahrscheinlichkeitsmaflen eine schwach konvergente Teilfolge auswéhlen
und besitzen alle diese Teilfolgen den gleichen Grenzwert, so konvergiert die
gesamte Folge. (Dies gilt fiir Konvergenz in metrischen R&umen aber z.B. nicht
fiir die nicht metrisierbare Konvergenz fast sicher von Zufallsgréfien. )

7.3. Der Satz von Donsker und seine
Anwendungen

Wir betrachten in leicht verallgemeinerter Form das bereits in der Motivation
in Abschnitt 7.1 skizzierte Beispiel.

Gegeben sei eine Folge (X, )nen unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsgrofien
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, §,P) mit

EX; =0, 0<o?:=EX? < 0.
Mit .
Spi=) Xp,  neN,

bezeichnen wir die zugehorigen Partialsummen. Dann wird fiir jedes n € N
durch

Yn(t) = (S[nt ( t— [nt])X[nt]-l-l) ’ te [07 1]7

a\/_
wobei (nt — [nt]) X441 die lineare Interpolation zwischen Sy, und Sp,41 be-
schreibt, eine Zufallsvariable Y;, mit Werten in (C,B¢) definiert.

Mit W bezeichnen wir das Wienermaf, das heit die Verteilung des Wiener-
prozesses auf (C,%B¢).

Satz 7.22. (Donsker)
Unter den obigen Vorraussetzungen gilt

PoY, ' W fiir n — oo.

(Das heifit die Folge (Y;,) stochastischer Prozesse konvergiert auf (C,B¢) in Ver-
teilung gegen einen aufdas Zeitintervall [0, 1] eingeschrinkten Wienerprozess.)
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Beweis. Der Beweis beruht auf einer Anwendung von Satz 7.20. Hierzu sei
W = (W¢)¢ejo,1) ein Wienerprozess (0.B.d.A. ebenfalls auf (€2, §,P) definiert).

1° Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen
Sei0<t; <---<t,<1undty:=0. Esist

Yolt1), ..., Yo(t) -5 (Wyy,..., W) fiir n — o0

™

zu zeigen. Wir beweisen

(Yult1) = Ya(to), ..., Ya(ty) = Vi (teo1)) =% (W, — Way,..., Wy — Wi, ),(7.2)

woraus die obige Aussage durch lineare (und damit auch stetige) Transformati-
on mit Hilfe der Matrix

1 0 0 O

1 1 0 --- 0

11 .- 1 0

11 -- 1 1
folgt (vergleiche Behauptung 7.7). Nun ist

Y,(t) =Y. (t)+Y/(t)

n n
mit

1 (nt — [nt])
Y/(£) = —— Sy und Y/ (1) = ST
(1) o/ ] 0 (1) = X1

Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes gilt
d
Yri(tk> - Yri(tk—l> - Wtk - Wtk—l (73)
fir kK =1, ..., n. Tatséchlich,

Stnt] — Sinty_1]
0\/[ntk] — [ntr_1]

konvergiert fiir n — oo in Verteilung gegen eine Standardnormalverteilung und
([ntr]—[ntg—1])/n — tpg—tg—1. Da Wy, =Wy, _, N(0,t) —tr—_1)-verteilt ist, folgt
hieraus (zum Beispiel mit Verteilungsfunktionen) leicht die Behauptung (7.3).
Da die Zuw#chse auf der linken und der rechten Seite von (7.3) fiir verschiedene
k unabhéngig sind, erhilt man hieraus (zum Beispiel mit charakteristischen
Funktionen) die Konvergenz

(Y (t) =Y (to),..., Y (t,) =Y (t,_1)) 4, (W, = Wiy oo o Wi, — Wy, ) .(7.4)

rTn

Mit der Chebyshev-Ungleichung erhélt man

Y, (t) 20 fiir n — oo
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(k=0,1,...,r) und folglich

Y/ (t1) =Y (t0),.... Y () =Y (t,—1)) — 0 fiir n — oo. (7.5)

20 Straffheit der Folge (Y,)
Wir benutzen das hinreichende Straffheitskriterium aus Satz 7.19:

(i) lim supP(|Y,(0)| > a) = 0;

a—oo p

(ii) limlimsup sup P ( sup Y, (t) — Y, (s)| > 5) =0, Ve > 0.
dloo p—ooo s€[0,1] 0<t—s<d

(Dabei haben wir in der Formulierung von (ii) sup,, durch limsup,,_, . ersetzt.
Dies kann man fiir Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaflen im Satz 7.18 machen
(da die enstsprechende Bedingung fiir jedes individuelle n erfiillt ist) und dies
tibertriagt sich dann auf den Beweis von Satz 7.19.)

Wir merken an, dass

sup |V (t) — Ya(s)]
0<t—s<4

durch ein entprechendes Maximum iiber zu s und ¢ benachbarte Interpolations-
punkte nach oben abgeschitzt werden kann. Genauer, fiir jeden Pfad Y, (.) ist
entweder

Sns _Sns
sup  |Vu(t) = Yols)| < max | Sl _Zn

0<t—s<5 T 0<I<né+2 o\/n
S 141 — S
+1
oder < max [nslt+1+ [ns] .
0<I<no+2 ov/n

Deshalb erhalten wir

sup IP’( sup  |Ya(t) — Yu(s)| > g>

s€[0,1] 0<t—s<é
< 2 sup IP’( max  |Sk4+; — Skl >55\/ﬁ>
0<k<n 0<i<[nd]+2

= QIP’( max |Sl]>a<5\/_)

0<I<[nd]+2

S

o+/[nd] + 2 - [715]—1—2)

= QIP’( max
0<I<[né]+2

Wir benutzen nun die Ungleichung

S
> <
o —A>—2P<

Sm
" >\ — \/§> (7.6)

P( max
0<i<m
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(A >0, m € N), die wir weiter unten beweisen. Damit folgt mit dem Zentralen
Grenzwertsatz (x)

P S| n
0<l< n6]+2 n5 d] + né] + 2

Sin

< op||-Zklt2 £ /L —V2

[nd] + +2
n;o}o
() V2 f e—7*/2 dx

=-V2

Setzen wir die obigen Teilergebnisse zusammen, so erhalten wir schliellich

1 s 1 [
limsup sup —P ( sup Y, (t) — Y, (s)| > 5) < —= / e /2 dy (7.7)
n—oo 50,1 0 \0<t—s<s V2rd
Wegen
—x?/2 1 —z?2/2 1 —a?/2
e der < — [ xe dr = —e , a >0,
a a

konvergiert der Ausdruck auf der rechten Seite von (7.7) fiir 6 > 0 gegen 0. Dies
beweist die Bedingung (ii).

Es bleibt die Ungleichung (7.6) zu beweisen. Hierzu sei 0.B.d.A. A > /2. Wir
betrachten die Ereignisse

S; Si
= < = =1,...
As {%135‘ o] < S am‘} Lm)
Dann gilt
> <
P(mm o —A) = P(am‘ ﬂ)
m—1
+ P(A;N <)\—\/§})

Da aus |S;/(cy/m)| > A und |S,,/ov/m| < A — +/2 die Ungleichung

(S — i)/ (ov/m)| > V2

folgt, erhalten wir wegen der Unabhéngigkeit (*), der Chebyshevschen Unglei-
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2
chung (**) und da E (S;n—\/_m&) <1

IP’(Am{ Sm </\—x/§}) < P(Aim{sm_s’ >x/§})
ov/m ov/m

(%) a\/m

2
= pPUE (T2
(%) 2 gy m
1

< ip(Ai)

Also gilt
m—1

> p(4in{

=1

Sm Si
— < > .
o] <3 vaf) < (a2 0)

Durch Einsetzen in (7.8) und ,,Auflésen® der erhaltenen Ungleichung folgt die
Abschétzung (7.6). O

Beispiel 7.23. Der Zentrale Grenzwertsatz als Spezialfall des Satzes von Donsker:
Da die Projektion 71 : C[0,1] — R stetig ist, folgt aus dem Satz von Donsker

— — W — —
PoY, tori! L PoW tor!

(Behauptung 7.7), das heif3t

d
moY, — moW.

Wegen m oY, = Y,(1) = US—"n, m o W = Wi und der Tatsache, dass Wy
standardnormalverteilt ist, ist dies nichts anderes als die Aussage des Zentralen

Grenzwertsatzes:
Sh

O'\/ﬁ
Wir zeigen nun, wie man aus Aussagen fiir einfache symmetrische Irrfahrten auf
analoge Aussagen fiir den Wienerprozess schlielen kann.

d
—>W1.

Beispiel 7.2/4. (Reflektionspronzip)
Wir betrachten den Spezialfall

1
B(X, = —1) = P(X, = +1) = 3,

das heiit (.5,,) ist eine einfache symmetrische Irrfahrt mit Sy := 0. Fiir diese gilt
das Reflektionsprinzip

]P’(max Skzm):2P(Sn>m)*P(5’n:m), m € N.

0<k<n
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Fallunterscheidung : Sp < m (reflektierten Pfad benutzen),
S, >mund S, =m

reflektierter Pfad - - - -

v

Mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes folgt hieraus leicht

11m1?’<maxi2a) = 21im]P’<Sn 2a>
n— 00 0<k<n U\/ﬁ n—00 0\/ﬁ
= max Y,(t)
te(0,1]
= ZP(Wl Z a),
das heifit
lim P (max Y. (t) > a> =P (Wl > ) , a > 0. (7.8)
n—00 t€[0,1] (=) =)

(Das Gleichheitszeichen kann weggelassen werden, da der Ausdruck auf der rech-
ten Seite stetig von a abhéngt.)
Die Abbildung F' : C[0, 1] — R definiert durch

F(z) := max x(t), z € C[0, 1],
te(0,1]

ist stetig. Deshalb liefert eine Kombination des Satzes von Donsker mit der
Behauptung 7.7 die Konvergenz

PoY toF ! L PoW loF,
das heifit

max Y, (t) = FoY, 4, FoW = max W;.
t€[0,1] te(0,1]
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In Termini der zugehorigen Verteilungsfunktionen ist dies gleichbedeutend mit
lim P (max Yo (t) > a) =P (max Wy > a) , a > 0. (7.9)
n—o0 t€[0,1] t€(0,1]

Ein Vergleich von (7.8) und (7.9) liefert

P(max Wt>a):2P(W1>a), a > 0.
t€(0,1]

Eine Verallgemeinerung des Beweises auf beliebige Zeitintervalle [0,T], T > 0,
oder eine zusitzliche Anwendung der Skalierungsinvarianz des Wienerprozesses
(Ubungsaufgabe) liefert das Reflektionsprinzip fir den Wienerprozess:

P(math>a):2P(WT>a) (T'>0, a>0).
tel0, 7] (=)

reflektierter Pfad . . .

e

| T t

Fallunterscheidung W < a (Reflektion des Pfades) und Wr > a

(P(Wr =a=0))

Die Heuristik dieses Bildes 1483t sich nicht so einfach zu einem Beweis ausbauen,
da der Zeitpunkt des ersten Erreichens von a zuféllig (und nicht diskret) ist.

Beispiel 7.25. (Arcsin-Gesetze)

Die beiden Arcsin-Gesetze fiir einfache symmetrische Irrfahrten (S,,) lassen sich
ebenfalls mit dem Satz von Donsker auf den Wienerprozess iibertragen. So folgt
etwa aus

<n:
limP(#{k_n Sk>0}§a):garcsin a, 0<a<l.
T

n— oo n

die Aussage
P(A({t € [0,1] : W} > 0}) < a) = — arcsin V/a, 0<a<l,
7r

das heifit das Lebesgue-Maf aller Punkte, in denen der Wienerprozess auf [0, 1]
positiv ist, besitzt eine Arcsin-Verteilung. Hierzu benutzt man das Funktional

F(z) = {t€]0,1]: z(t) > 0}), z € C[0,1].
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Dieses ist aber zum Beispiel in x = 0 unstetig. Man kann aber zeigen, dass F'
messbar ist und die Menge der Unstetigkeitsstellen von F' eine YW-Nullmenge ist
(Satz von Fubini). Deshalb kann Satz 7.8 benutzt werden.
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