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1.8. Lp-Räume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2. Zufallsvariable und Unabhängigkeit 21

2.1. Zufallsvariable und deren Verteilung . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2. Erwartungswerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3. Konvergenzarten für Folgen von Zufallsgrößen . . . . . . . . . . . 24
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2.5. Unabhängigkeit von Zufallsgrößen . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten und bedingte Erwartungswerte 35

3.1. Klassischer Begriff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2. Abstrakter Begriff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Kapitel 1

Maßtheoretische

Grundlagen

Bevor wir richtig in die Wahrscheinlichkeitstheorie II einsteigen, müssen wir da-
zu zuerst die dafür erforderlichen Grundlagen (das heißt die maßtheoretischen
Grundlagen) betrachten. In diesem Kapitel werden hauptsächlich wichtige Defi-
nitionen und Sätze aus

”
Maß- und Integrationstheorie“ behandelt, welche zum

Teil auch in der Analysis vorkommen. Zur weiterführenden Lektüre empfiehlt
es sich, auch die Veranstaltung

”
Maß- und Integrationstheorie“ zu besuchen.

1.1. σ-Algebren und Maße

Definition 1.1.

a) Eine σ-Algebra ist ein System A von Teilmengen von Ω mit

(i) Ω ∈ A;

(ii) A ∈ A ⇒ Ac := Ω\A ∈ A;

(iii) (An) Folge von Mengen aus A ⇒ ⋃
n
An ∈ A.

b) Ein Maß auf einer σ-Algebra A ist eine Abbildung µ : A → [0,∞] mit
folgenden Eigenschaften:

(i) µ(∅) = 0;

(ii) σ-Additivität :

(An) Folge paarweiser disjunkter Mengen aus A

⇒ µ

(
⋃

n

An

)
=
∑

n

µ(An).
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Bemerkung 1.2.

1. Die Mengen (Elemente) aus A heißen A-messbar (kurz: messbar).

2. σ-Algebren sind
”
abgeschlossen“ bezüglich aller endlichen und abzähl-

bar unendlichen Mengenoperationen (Vereinigung, Durchschnitt, Diffe-
renz, symmetrische Differenz).

3. Der Durchschnitt beliebig vieler σ-Algebren in Ω, ist wieder eine σ-Algebra
in Ω.

4. Triviale σ-Algebren:

A = {∅,Ω}
P(Ω), das System aller Teilmengen von Ω (Potenzmenge von Ω)

5. (Ω,A) und (Ω,A, µ) heißen messbarer Raum bzw. Maßraum . µ heißt
endlich (unendlich), falls µ(Ω) < ∞ (= ∞). µ heißt σ-endlich, falls eine
Folge (En) A-messbarer Mengen existiert mit En ↑ Ω und µ(En)<∞ für
alle n.

6. Ein Maß µ mit µ(Ω) = 1 heißt Wahrscheinlichkeitsmaß . (Ω,A, µ) heißt
dann Wahrscheinlichkeitsraum. Wahrscheinlichkeitsmaße werden üblicher-
weise mit P bzw. P bezeichnet.

Satz 1.3. (Stetigkeit von Maßen bezüglich monotoner Mengenfolgen)Gegeben
seien ein Maßraum (Ω,A, µ) und eine Folge (An) A-messbarer Mengen. Dann
gelten folgende Aussagen:

(i) An ↑ A =⇒ µ(An) ↑ µ(A);

(ii) An ↓ A und µ(An0
) <∞ für ein n0 =⇒ µ(An) ↓ µ(A).

Definition 1.4. Sei E ein System von Teilmengen von Ω. Dann wird mit

σ(E) :=
⋂

A⊇E

A−σ−Algebra

A

die kleinste E umfassende σ-Algebra bezeichnet. Sie heißt die von E erzeugte
σ-Algebra; E wird Erzeuger genannt.

Beispiel 1.5.

1. Sei (Aj)j∈J eine Familie von σ-Algebren in Ω. Ihre Vereinigung ist im
Allgemeinen keine σ-Algebra.

Bezeichung: ∨

j∈J

Aj := σ(
⋃

j∈J

Aj)
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2. Sei E := {{ω} : ω ∈ Ω} das System aller einpunktigen Mengen

=⇒ σ(E) = {A ⊆ Ω : A oder Ac höchstens abzählbar }
das heißt

σ(E)

{
= P(Ω), falls Ω abzählbar

6= P(Ω), falls Ω überabzählbar

3. Seien E ein topologischer (oder metrischer) Raum

OE das System aller offenen Teilmengen von E,

CE das System aller abgeschlossenen Teilmengen von E.

BE = B(E) := σ(OE) heißt dann die Borel-σ-Algebra in E.

Die Elemente von BE heißen Borelmengen. Es gilt

σ(OE) = σ(CE).

4. Spezialfall: Seien E = Rd, Bd := B(Rd).

Sei außerdem γ := {
d×

i=1
(ai, bi] : a1, b1, . . . , ad, bd ∈ R} das System aller

achsenparallelen Quader.

Es gilt
B(Rd) = σ(γ).

d = 1 : J0 := {(−∞, a] : a ∈ R} und J1 := {(a, b] : a ≤ b}.
Dann gilt

B(R) = σ(J0) = σ(J1).

Definition 1.6. Ein System ϑ von Teilmengen von Ω heißt Dynkin-System,
falls gilt

a) Ω ∈ ϑ;

b) A ∈ ϑ ⇒ Ac ∈ ϑ;

c) Für eine Folge (An) paarweise disjunkter Mengen aus ϑ gilt
⋃
n
An ∈ ϑ.

Beispiel 1.7.

1. Jede σ-Algebra ist ein Dynkin-System.

2. Der Durchschnitt beliebig vieler Dynkin-Systeme (in Ω) ist wieder ein
Dynkin-System.

3. Seien µ und ν Maße auf (Ω,A) und µ(Ω) = ν(Ω) <∞, dann ist

M := {A ∈ A : µ(A) = ν(A)} ein Dynkin-System.
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Beweis. Ω ∈ M ist klar. Sei nun A ∈ M, dann gilt

µ(Ac) = µ(Ω) − µ(A) = ν(Ω) − ν(A) = ν(Ac),

also ist auch Ac ∈ M. Für eine Folge (An) paarweise disjunkter Mengen aus M

gilt dann mit der σ-Additivität (∗)

µ(
⋃

n

An) =
(∗)

∑

n

µ(An) =
An∈M

∑

n

ν(An) =
(∗)

ν(
⋃

n

An),

also gilt
⋃
n
An ∈ M. �

Definition 1.8. Sei E ein beliebiges System von Teilmengen von Ω. Dann wird
mit

d(E) :=
⋂

ϑ⊇E

ϑ Dynkin-System

ϑ

das kleinste E umfassende Dynkin-System bezeichnet. Es wird das von E er-
zeugte Dynkin-System genannt. E ist sein Erzeuger. E heißt ∩-stabil, falls gilt:

A,B ∈ E =⇒ A ∩B ∈ E.

Satz 1.9. Sei ϑ ein Dynkin-System. Dann gilt:

ϑ σ −Algebra⇐⇒ ϑ ∩ −stabil

Satz 1.10. (Haupsatz über Dynkin-Systeme)
Sei E ein ∩-stabiles Mengensystem. Dann gilt:

σ(E) = d(E).

Beispiel 1.11. Maße sind durch ihre Werte auf ∩-stabilen Mengensystemen ein-
deutig festgelegt. Genauer:
Sei (Ω,A) ein messbarer Raum, sowie µ und ϑ auf A mit µ(A) = ϑ(A) < ∞
gegeben. Sei außerdem E ein ∩-stabiler Erzeuger der σ-Algebra A.
Dann gilt:

µ(A) = ϑ(A) für alle A ∈ E =⇒ µ = ϑ.

Beweis. M := {A ∈ A : µ(A) = ϑ(A)} ist ein Dynkin-System. Dann gilt mit
dem Hauptsatz über Dynkin-Systeme (∗)

M ⊇ E ⇒ M ⊇ d(E) =
(∗)

σ(E) = A,

das heißt M = A, das bedeutet wiederum, dass σ = ϑ. �

Im zweiten Teil dieses Abschnitts wollen wir uns nun mit der Konstruktion von
Maßen befassen.
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Definition 1.12.

a) Ein System γ von Teilmengen von Ω heißt Semiring , falls

(i) ∅ ∈ γ
(ii) A,B ∈ γ =⇒ A ∩B ∈ γ
(iii) A,B ∈ γ und A ⊇ B =⇒ es existieren paarweise disjunkte

C1, . . . , Cm ∈ γ mit A\B =
m⋃

i=1

Ci.

b) Ein System A von Teilmengen von Ω heißt Algebra, falls

(i) Ω ∈ A;

(ii) A ∈ A =⇒ Ac ∈ A;

(iii) A1, . . . , Am ∈ A =⇒
m⋃

i=1

Ai ∈ A.

Beispiel 1.13.

1. Jede σ-Algebra ist eine Algebra und jede Algebra ist ein Semiring.

2. Das System γ der achsenparallelen Quader aus Beispiel 1.5 bildet einen
Semiring

Sei E ein beliebiges Mengensystem und µ : E → [0,∞] eine beliebige nichtnega-
tive Mengenfunktion. Dann heißt µ σ-endlich, falls eine Folge (En) von Mengen
aus E exisitiert mit En ↑ Ω und µ(En) <∞ für alle n.
µ heißt σ-additiv, falls für eine beliebige Folge (An) paarweise disjunkter Mengen
aus E mit

⋃
n
An ∈ E gilt:

µ(
⋃

n

An) =
∑

n

µ(An).

Satz 1.14. (Fortsetzungssatz von Carathéodory)
Sei µ̃ eine σ-endliche und σ-additive Mengenfunktion auf einem Semiring γ
mit µ̃(∅) = 0. Dann besitzt µ̃ genau eine Fortsetzung zu einem Maß µ auf der
σ-Algebra σ(γ).

Beweis. Existenzbeweis nichttrivial; zur Einzigkeit vergleiche Beispiel 1.11. �

Anwendung 1.14a). (Erste Beispiele)

1. Das Lebesgue-Maß λ auf (Rd,Bd) ist das einzige Maß auf Bd, welches
achsenparallelen Quadern ihre Elementarvolumen zuordnet.
(Nichttrivial: σ-Additivität auf γ)

2. Verteilungen auf (R,B).
Eine Funktion F : R → [0, 1] heißt Verteilungsfunktion, falls



10 Kapitel 1. Maßtheoretische Grundlagen

(i) F nichtfallend;

(ii) F rechtsstetig;

(iii) lim
x→−∞

F (x) = 0 und lim
x→+∞

F (x) = 1.

Jedem Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf (R,B) ordnen wir die Funktion

Fµ(x) := µ((−∞, x]), x ∈ R,

zu.

Satz 1.15. Die Zuordnung µ 7−→ Fµ ist eine Bijektion zwischen der Menge der
Wahrscheinlichkeitsmaße auf (R,B) und der Menge der Verteilungsfunktionen.

Beweis. Übungsaufgabe; schwierig hierbei ist die Surjektivität zu zeigen, was
mit Hilfe des Fortsetzungssatzes von Carathéodory geschieht. �

1.2. Meßbare Abbildungen

Definition 1.16.

a) Seien (Ω,A) und (Ω′,A′) messbare Räume. Eine Abbildung f : Ω 7−→ Ω′

heißt A-A′-messbar (kurz: messbar), falls

f−1(A′) ∈ A für alle A′ ∈ A′.

b) Sei wieder (Ω,A) ein messbarer Raum. Eine Abbildung f : Ω 7−→ R heißt
A-messbare Funktion, falls sie A-B-messbar ist.

c) Seien R := R∪{−∞}∪{∞} die erweiterte Zahlengerade und die zugehörige
Borel-σ-Algebra gegeben durch B := σ(B∪{−∞}∪{∞}). Eine Abbildung
f : Ω −→ R heißt messbare numerische Funktion, falls sie A-B-messbar
ist.

Für jedes A ∈ A ist die Indikatorfunktion 1lA messbar.

Satz 1.17. (Messbarkeitskriterium)
Gegeben seien messbare Räume (Ω,A) und (Ω′,A′), ein Erzeuger E′ von A′ (das
heißt σ(E′) = A′) sowie eine Abbildung f : Ω 7→ Ω′. Dann gilt

f ist A − A′ − messbar ⇐⇒ f−1(A′) ∈ A für alle A′ ∈ E.

Beweisidee.

”
=⇒“: trivial.

”
⇐=“:

F′ := {A′ ∈ A′ : f−1(A′) ∈ A ist eine σ-Algebra, was noch selbst nachzuprüfen
ist. Dann gilt:

E′ ⊆ F′ ⇒ A′ = σ(E′) ⊆ F′,

das heißt F′ = A′. Damit ist f messbar. �
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Bemerkung 1.18. Die Mengen (−∞, x), x ∈ R, erzeugen die σ-Algebra B (und
die σ-Algebra B). Deshalb ist eine Abbildung f : Ω → R (f : Ω → R) genau
dann eine messbare Funktion (messbare numerische Funktion), wenn

{f ≤ x} := {ω ∈ Ω : f(ω) ≤ x} ∈ A für alle x ∈ R.

Satz 1.19. (Messbarkeit und Grenzübergänge)Gegeben seien ein messbarer Raum
(Ω,A) und eine Folge (fn) messbarer numerischer Funktionen auf Ω. Dann sind

inf
n
fn, sup

n
fn, lim inf

n→∞
fn, lim sup

n→∞
fn

ebenfalls messbare numerische Funktionen. Existiert f(ω) := lim
n→∞

fn(ω) für alle

ω ∈ Ω, so ist f ebenfalls eine messbare numerische Funktion.

Beweis. Z.B.:

• {inf
n
fn < x} =

⋃
n
{fn < x}︸ ︷︷ ︸

∈A

∈ A für alle x ∈ R.

• lim
n→∞

inf = lim
n→∞

inf
n≥m

fn, das heißt inf
n≥m

fn ↑ lim inf
n→∞

fn für m ↑ ∞
=⇒ {lim inf fn ≤ x} =

⋂
m
{ inf

n≥m
fn ≤ x} für alle x ∈ R.

�

Satz 1.20. (Messbarkeit und algebraische Operationen) Gegeben seien ein messba-
rer Raum (Ω,A) sowie messbare Funktionen f und g auf Ω. Dann sind auch
αf (α ∈ R), f ± g, f · g, f/g (falls g(ω) 6= 0 für alle ω) messbar.

Satz 1.21. (Komposition messbarer Abbildungen)Gegeben seien messbare Räume
(Ωi,Ai) (mit i = 1,2,3). Sind f : Ω1 → Ω2 und g : Ω2 → Ω3 A1-A2-messbar,
bzw. A2-A3-messbar, so ist g ◦ f : Ω1 → Ω3 eine A1-A3-messbare Abbildung.

Satz 1.22. (Messbarkeit und Stetigkeit)Gegeben seien topologische Räume (E,O)
und (E′,O′) sowie eine Abbildung f : E → E′. Dann folgt aus f stetig, dass f
B(E)-B(E′)-messbar ist.

Beweis. Anwendung des Messbarkeitskriteriums (Satz 1.17) für den Erzeuger
O′ von B(E′):

∀G′ ∈ O′ : f−1(G′) ∈ O ⊆ B(E), da f stetig ist.

�

Ist f eine messbare (numerische) Funktion, so sind auch f+ = max(f, 0),
f− = max(−f, 0) und |f | = f+ + f− messbare (numerische) Funktionen.

Bezeichnungen. Sei Ω eine Menge, (Ω′,A′) ein messbarer Raum und f eine
Abbildung mit f : Ω → Ω′. Dann heißt σ(f) := f−1(A′) := {f−1(A) : A ∈ A′}
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die von f erzeugte σ-Algebra. Für eine Familie von Abbildungen (fi)i∈I , fi :
Ω → Ω′ heißt σ(fi; i ∈ I) :=

∨
i∈I f

−1
i (A′) die von den Abbildungen fi, i ∈ I,

erzeugte σ-Algebra.

Anschaulich ist σ(fi; i ∈ I) die kleinste σ-Algebra in Ω, bezüglich der alle Ab-
bildungen fi, i ∈ I, messbar sind.

1.3. Lebesgue-Integral

Als Vorraussetzung für diesen Abschnitt sei (Ω,A, µ) ein Maßraum.

Eine Funktion f : Ω → R heiße elementar , wenn sie A-messbar ist und nur
endlich viele Werte annimmt. Eine solche Funktion besitzt eine Darstellung

f =
n∑

i=1

αi 1lAi
(1.1)

mit α1, . . . , αn ∈ R und A1, . . . , An ∈ A paarweise disjunkt (disjunkte Darstel-
lung).

Integral nichtnegativer elementarer Funktionen:

∫
f dµ :=

n∑

i=1

αiµ(Ai) ∈ [0,∞].

Vereinbarung : 0 · ∞ = 0.

Satz 1.23. Zu jeder nichtnegativen messbaren numerischen Funktion f : Ω → R

existiert eine Folge (fn) nichtnegativer elementarer Funktionen mit fn ↑ f .

Beweis. Man nehme

fn :=
n2n∑

k=1

(k − 1)2−n1l{(k−1)2−n≤f<k2−n} + n1l{f≥n}.

�

Integral nichtnegativer messbarer numerischer Funktionen:

Sei f : Ω → R nichtnegativ und A-B-messbar. Dann existiert eine Folge (fn)
elementarer Funktionen mit 0 ≤ fn ↑ f . Man definiert

∫
f dµ := lim

n→∞

∫
fn dµ ∈ [0,∞].

Man beachte hier, dass der Limes existiert, da 0 ≤
∫
fn dµ ≤

∫
fn+1 dµ.

Bezüglich der Korrektheit der Definition ist die Unabhängigkeit des Grenzwertes
von der konkreten Approximationsfolge (fn) noch nachzuweisen.
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Integral messbarer numerischer Funktionen:

Sei f : Ω → R eine messbare numerische Funktion, f = f+ − f−,
∫
f+ dµ,∫

f− dµ haben wir bereits definiert.
Ist eines der beiden Integrale endlich, so existiert

∫
f dµ :=

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ ∈ [−∞,∞].

Die Funktion f heißt µ-integrierbar, falls beide Integrale endlich sind, das heißt
falls ∫

|f | dµ =

∫
f+ dµ+

∫
f− dµ <∞.

Für beliebige A ∈ A setzt man
∫

A

f dµ :=

∫
1lAf dµ.

Elementare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals:

Seien A ∈ A, α ∈ R, f und g µ-integrierbare Funktionen. Dann gilt

(i)
∫

1lA dµ = µ(A);

(ii) αf µ-integrierbar und
∫
αf dµ = α

∫
f dµ (Homogenität);

(iii) f + g µ-intgerierbar und
∫
(f + g) dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ (Addidivität);

(iv) f ≤ g ⇒
∫
f dµ ≤

∫
g dµ (Monotonie);

(v) |
∫
f dµ| ≤

∫
|f | dµ (Dreiecksungleichung).

Beweis. Übungsaufgabe. �

Definition 1.24. Eine Menge N ∈ A heißt µ-Nullmenge, falls µ(N) = 0. Man
sagt, eine Eigenschaft für die Elemente ω ∈ Ω gelte µ-fast überall (µ-f.ü.), falls
die Ausnahmemenge eine Teilmenge einer µ-Nullmenge ist.

Beispiel 1.25.

1. Meßbare Teilmengen und abzählbare Vereinigungen von µ-Nullmengen
sind wieder µ-Nullmengen

2. Seien f, g und fn messbare numerische Funktionen. Dann gelten folgende
Aussagen:

f = g µ-fast überall ⇔ µ(f 6= g) = 0

fn ↑fµ-fast überall ⇔ {ω ∈ Ω: f1(ω)≤f2(ω)≤ . . . und f(ω)=lim
n
fn(ω)}

ist eine µ-Nullmenge

⇔ fn ≤ fn+1 µ-f.ü. ∀n und f = lim
n
fn µ-f.ü.
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Satz 1.26. Seien f und g messbare numerische Funktionen auf (Ω,A). Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Existiert
∫
f dµ und ist f = g µ-fast überall, so existiert auch

∫
g dµ und

∫
f dµ =

∫
g dµ.

(ii) Ist f ≥ 0 und
∫
f dµ = 0, so ist f = 0 µ-fast überall.

(iii) Ist f ≥ 0 und
∫
f dµ <∞, so existiert eine messbare Funktion

g : Ω → [0,∞) mit

{
f = g µ-fast überall und∫
f dµ =

∫
g dµ.

Bemerkung 1.27. Ist f : [a, b] → R Borel-messbar und Riemann-integrierbar,
so stimmt

∫
[a,b]

f dλ (λ Lebesgue-Maß auf [a, b]) mit dem klassischen Riemann-

Integral
∫ b

a
f(x)dx überein.

Beweis. Übungsaufgabe. Zum Beweis benutzt man die Definition des Riemann-
Integrals über Ober- und Untersummen sowie die Konvergenzsätze aus Ab-
schnitt 1.5. �

1.4. Bildmaße

Für diesen Abschnitt seien die messbaren Räume (Ω,A) und (E,E) sowie eine
Abbildung f : Ω → E gegeben.

Satz 1.28. Für jedes Maß µ auf (Ω,A) wird durch

ν(B) := µ(f−1(B)) = µ(f ∈ B), B ∈ E,

ein Maß ν auf (E,E) definiert.

Definition 1.29.Das Maß ν heißt Bild des Maßes µ bezüglich f (kurz: Bildmaß)
und wird mit µ ◦ f−1 bezeichnet.

Satz 1.30. (Transformationssatz für Bildmaße) Sei g : E → R eine messbare
numerische Funktion. Dann gilt:

Das Integral
∫
g dµ ◦ f−1 existiert genau dann, wenn das Integral

∫
g ◦ f dµ

existiert. Ist dies erfüllt, so gilt

∫
g dµ ◦ f−1 =

∫
g ◦ f dµ.
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Beweisidee. Sei g =
n∑

i=1

βi1lBi
nichtnegativ und elementar. Dann ist

g ◦ f =
n∑

i=1

βi1lf−1(Bi)

und

∫
g ◦ f dµ =

n∑

i=1

βiµ(f−1(Bi))

=
n∑

i=1

βi(µ ◦ f−1)(Bi)

=

∫
g dµ ◦ f−1. �

1.5. Konvergenzsätze

Vertauschung von Integration und Grenzübergang

Für diesen Abschnitt sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und fn und f seien messba-
re numerische Funktionen auf (Ω,A).

Satz 1.31. (Satz über monotone Konvergenz) Sei fn eine Folge nichtnegativer
Funktionen mit fn ↑ f µ-fast überall. Dann gilt

0 ≤
∫
fn dµ ↑

∫
f dµ.

Folgerung 1.32. (Satz von Beppo Levi) Sei fn ≥ 0 für alle n. Dann folgt
daraus ∫ ∑

n

fn dµ =
∑

n

∫
fn dµ.

Man beachte: 0 ≤
n∑

k=1

fk ↑
∞∑

k=1

fk.

Satz 1.33. (Lemma von Fatou) Sei fn eine Folge nichtnegativer Funktionen.
Dann gilt ∫

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fn dµ.

Satz 1.34. (Satz von Lebesgue über majorisierte Kovergenz) Es gelten die
folgenden Vorraussetzungen:

(i) lim
n→∞

fn = f µ-fast überall;

(ii) es existiere eine µ-integrierbare Funktion g : Ω → R mit |f | ≤ g µ-f.ü. für
alle n (also eine integrierbare Majorante).
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Dann sind fn(n ∈ N) und f µ-integrierbar und

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

Achtung: Ist µ endlich, so können konstante Funktionen g als integrierbare Ma-
joranten dienen (Satz von Lebesgue über beschränkte Konvergenz).

1.6. Produktmaß und Mehrfachintegrale

Seien (Ω1,A1, µ1) und (Ω2,A2, µ2) σ-endliche Maßräume. Wir definieren das
Produkt dieser Maßräume

(Ω,A, µ) := (Ω1,A1, µ1) ⊗ (Ω2,A2, µ2)

wie folgt:

Ω := Ω1 × Ω2;

A := A1 ⊗ A2 (Produkt-σ-Algebra)

die vom Semiring γ := {A1 ×A2 : A1 ∈ A1, A2 ∈ A2}
erzeugte σ-Algebra;

µ := µ1 ⊗ µ2 (Produktmaß)

dasjenige Maß auf A1 ⊗ A2, für das

µ(A1 ×A2) = µ1(A1) · µ2(A2) ∀A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 gilt.

Satz 1.35. Sind µ1 und µ2 σ-endlich, so existiert genau ein Produktmaß µ1⊗µ2.

Satz 1.36. (Satz von Fubini) Seien die Maße µ1 und µ2 wieder σ-endlich und
sei f : Ω1 × Ω2 → R eine (A1 ⊗ A2)-messbare numerische Funktion.

(i) Ist f ≥ 0, so gilt

∫

Ω1×Ω2

f(ω1, ω2)µ(d(ω1, ω2))

=

∫

Ω1



∫

Ω2

f(ω1, ω2)µ2(dω2)


µ1(dω1)

=

∫

Ω2



∫

Ω1

f(ω1, ω2)µ1(dω1)


µ2(dω2). (1.2)

(ii) Sei f µ1 ⊗ µ2-integrierbar, dann gilt Formel (1.2).
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Bemerkung 1.37.

1. Der Satz von Fubini (Satz 1.36) schließt implizit ein, dass die betrachteten
Ausdrücke wohldefiniert sind. Insbesondere folgt aus der Nichtnegativität
und aus der A1 ⊗A2-Messbarkeit von f , dass für jedes ω1 ∈ Ω1 die nume-
rische Funktion ω2 7−→ f(ω1, ω2) A2-messbar ist und dass
ω1 7→

∫
Ω2
f(ω1, ω2)µ2(dω2) A1-messbar ist.

Im Teil b) kann es passieren, dass
∫
f(ω1, ω2)µ2(dω2) auf einer µ1-Nullmen-

ge von Punkten ω1 ∈ Ω1 nicht existiert. Dort ersetzt man dann das Integral
durch 0.

2. Die µ1 ⊗ µ2-Integrierbarkeit von f in b) kann man oft durch Anwendung
von a) auf |f | nachprüfen.

3. Für f = 1lA, A ∈ A1 ⊗A2, liefert die Aussage a) eine explizite Darstellung
des Produktmaßes.

4. Das Produkt von Maßräumen und der Satz von Fubini lassen sich durch
vollständige Induktion leicht auf endlich viele σ-endliche Maßräume aus-
dehnen. Etwas Mühe bereitet dabei der Nachweis des Assoziativgesetzes

(µ1 ⊗ µ2) ⊗ µ3 = µ1 ⊗ (µ2 ⊗ µ3).

1.7. Absolutstetigkeit von Maßen

Sei (Ω,A) ein messbarer Raum. Sind µ ein Maß auf (Ω,A) und f : Ω → R eine
nichtnegative A-messbare numerische Funktion, so wird durch

ν(A) :=

∫

A

f dµ, A ∈ A (1.3)

ein Maß ν auf (Ω,A) definiert.

Beweisskizze.
ν(∅) = 0 ist offensichtlich.
Zur σ-Additivität: Sei (An) eine Folge paarweise disjunkter A-messbarer Men-
gen, dann ist 1lS

n

An
=
∑
n

1lAn
. Und dann gilt mit dem Satz von Beppo Levi (∗)

ν(
⋃
An) =

∫ ∑

n

(1lAn
f) dµ =

(∗)

∑

n

∫
1lAn

f dµ =
∑

n

ν(An).

�

Definition 1.38.Seien µ,ν Maße auf (Ω,A). Dann heißt das Maß ν absolutstetig
bezüglich des Maßes µ (in Zeichen: ν ≪ µ), falls für alle A ∈ A gilt:

µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0

(jede µ-Nullmenge ist eine ν-Nullmenge).
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Das durch 1.3 definierte Maß ν ist absolutstetig bezüglich µ, denn aus

µ(A) = 0 folgt 1lAf = 0 µ-f.ü. und damit ist ν(A) = 0.

Satz 1.39. (Satz von Radon-Nikodym)
Seien µ und ν σ-endliche Maße auf (Ω,A). Dann ist ν bezüglich µ genau dann
absolutstetig, wenn eine nichtnegative A-messbare Funktion f : Ω → R existiert,
mit

ν(A) =

∫

A

f dµ, A ∈ A.

Die Funktion f ist µ-fast überall eindeutig bestimmt.

Definition 1.40. Die µ-fast überall eindeutige Funktion f im Satz von Radon-
Nikodym heißt Radon-Nikodym-Ableitung (Dichte) von ν bezüglich µ und wird
mit dν/dµ bezeichnet.

Folgerung 1.41. Seien µ und ν σ-endliche Maße auf (Ω,A). Weiterhin sei ν
absolutstetig bezüglich µ mit Dichte f = dν/dµ. Dann gilt:
Eine A-messbare Funktion g : Ω → R ist genau dann ν integrierbar, wnn g · f
µ-integrierbar ist. Ist dies erfüllt, so gilt

∫
g dν =

∫
gf dν. (1.4)

Beweisidee. Nach dem Satz von Radon-Nikodym gilt (1.4) für g = 1lA, A ∈ A.
�

1.8. Lp-Räume

Im folgenden sei (Ω,A, µ) wieder ein Maßraum und es gelte p ≥ 1.

Eine A-messbare Funktion f : Ω → R heißt p-fach µ-integrierbar, falls |f |p
µ-integrierbar ist (d.h. falls

∫
|f |p dµ <∞).

Lp(µ) = Lp(Ω,A, µ) ist der Raum der p-fach µ-integrierbaren Funktionen.

||f ||p :=
(∫

|f |p dµ
)1/p

ist eine Seminorm auf diesem Raum Lp.

Diese Seminorm wird zu einer Norm, wenn man zu Äquivalenzklassen bezüglich
f ∼ g :⇐⇒ f = g µ-fast überall übergeht.

Der Raum der Äquivalenzklassen wird mit Lp(µ) = Lp(Ω,A, µ) bezeichnet und
ist ein Banachraum. (Siehe dazu auch das Skript zur

”
Maß- und Integrations-

theorie“.)

Wichtige Ungleichungen: Seien dazu f , g messbare Funktionen auf (Ω,A), dann
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gelten die folgenden Ungleichungen:

Hölder-Ungleichung: Seien p und q > 1 mit 1
p + 1

q = 1. Dann gilt

∫
|fg| dµ ≤

(∫
|f |p dµ

)1/p(∫
|g|q dµ

)1/q

.

Minkowski-Ungleichung: Für p ≥ 1 gilt

(∫
|f + g|p dµ

)1/p

≤
(∫

|f |p dµ
)1/p

+

(∫
|g|p dµ

)1/p

.

(Dies ist eine Dreiecksungleichung für die Lp-Norm.)





Kapitel 2

Zufallsvariable und

Unabhängigkeit

2.1. Zufallsvariable und deren Verteilung

Sei für diesen Abschnitt (Ω,A,P) als ein Wahrscheinlichkeitsraum vorausgesetzt.

Definition 2.1. Sei (E,E) ein messbarer Raum.

a) Eine A-E-messbare Abbildung X : Ω → E heißt E-wertige Zufallsvariable.

b) Das Bildmaß PX := P ◦X−1 von P bezüglich der Zufallsvariablen X heißt
Verteilung von X.

PX(B) = P(X−1(B)) = P(X ∈ B), für B ∈ E, definiert ein Wahrscheinlich-
keitsmaß auf dem messbaren Raum (E,E).
Ist X reellwertig (eine Zufallsgröße), das heißt (E,E) = (R,B), so wird die
Verteilung von X vollständig durch die zugehörige Verteilungsfunktion charak-
terisiert:

FX(x) := PX((−∞, x]) = P(X ≤ x), x ∈ R,

(siehe Satz 1.15).

Spezialfälle:

a) Diskrete Verteilungen
Sei PX =

∑∞
n=1 pnδxn

mit paarweise verschiedenen xn ∈ R, pn ≥ 0,∑∞
n=1pn =1.

Charakterisierung durch Einzelwahrscheinlichkeiten:

pn = PX({xn}) = P(X = xn), n ∈ N.

Zugehörige Verteilungsfunktion:

FX(x) =
∑

n:xn≥x

pn, x ∈ R.



22 Kapitel 2. Zufallsvariable und Unabhängigkeit

b) Absolutstetige Verteilungen
Es gelte P ≪ λ (λ Lebesgue-Maß auf (R,B)).
Nach dem Satz von Radon-Nikodym (Satz 1.39) besitzt PX eine Dichte f
bezüglich λ, mit f = dPX/dλ, und

P(X ∈ B) = PX(B) =

∫

B

f dλ, B ∈ B.

Insbesondere ist

FX(x) =

∫

(−∞,x]

f dλ


=

x∫

−∞

f(y) dy


 , x ∈ R.

Ist X ein d-dimensionaler Zufallsvektor (das heißt es gilt (E,E) = (Rd,Bd))
und bezeichnet außerdem

πi : Rd −→ R

(x1, . . . , xd) 7−→ xi

die Projektion auf die i-te Koordinate (i = 1, . . . , d), so läßt sich X in der Form

X = (X1, . . . ,Xd)

schreiben mit Xi := πi ◦X (i = 1, . . . , d).

Behauptung 2.2. X ist genau dann ein Zufallsvektor, wenn X1, . . . ,Xd Zu-
fallsgrößen sind.

Beweis.

”
=⇒“:
πi ist stetig und somit Borel-messbar, weshalb Xi = πi ◦ X als Komposition
messbarer Abbildungen wiederum messbar ist (i = 1, 2, . . . , d).

”
⇐=“:

Die Quader Q der Gestalt Q =
d×

i=1
(ai, bi] erzeugen Bd und es gilt

X−1(Q) =

{
X ∈

d×
i=1

(ai, bi]

}
=

d⋂
i=1

{Xi ∈ (ai, bi]}︸ ︷︷ ︸
∈A, daXi messbar

∈ A.

Die Anwendung des Messbarkeitskriteriums (Satz 1.17) liefert nun die Behaup-
tung. �
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2.2. Erwartungswerte

Als Vorraussetzung für diesen Abschnitt sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum.

Nun sei X eine Zufallsgröße (das heißt eine reellwertige Zufallsvariable).
Der Erwartungswert von X ist definiert als

EX :=

∫
X dP,

falls das Integral auf der rechten Seite existiert. Ist X ∈ L1(P), dass heißt
E|X| <∞, so sagt man X besitze einen endlichen Erwartungswert.

Sei nun weiter (E,E) ein messbarer Raum, X eine E-wertige Zufallsvariable und
ϕ : E → R eine E-messbare Funktion. Dann ist ϕ ◦X = ϕ(X) eine Zufallsgröße
und (nach dem Integraltransformationssatz (Satz 1.28))

Eϕ(X) =

∫

Ω

ϕ ◦X dP =

∫

R

ϕdPX ,

falls eines der beiden Integrale auf der rechten Seite existiert. Insbesondere ist
für reellwertige X (und ϕ(x) = x)

EX =

∫

Ω

X dP =

∫

R

xPX (dx)


=

∞∫

−∞

xFX (dx)




Lebesgue-Stieltjes-Integral

,

falls eines der Integrale existiert.

Bemerkung 2.3. Die betrachteten Erwartungswerte hängen von der Zufallsgröße
X nur über deren Verteilung PX ab.

Spezialfälle:

a) Sei X diskret mit Werten xn ∈ R und Einzelwahrscheinlichkeiten

pn = P(X = xn)(n ∈ N), d.h. PX =
∑

n∈N

pnδxn
.

Ist ϕ : R → R Borel-messbar, so gilt

E|ϕ(X)| =

∫
|ϕ| dPX =

∑

n∈N

pn|ϕ(xn)|.

Ist dieser Ausdruck endlich, so besitzt ϕ(X) einen endlichen Erwartungs-
wert und

Eϕ(X) =

∫
ϕdPX =

∑

n∈N

pnϕ(xn).
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b) Sei X absolutstetig mit der Dichte f := dPX/dλ und ϕ : R → R sei wieder
Borel-messbar. Dann gilt mit Folgerung (1.41) (∗)

E|ϕ(X)| =

∫
|ϕ| dPX =

(∗)

∫
|ϕ| · f dλ

Ist dieser Ausdruck wiederum endlich, so besitzt ϕ(X) wieder einen end-
lichen Erwartungswert und

Eϕ(X) =

∫
ϕdPX =

∫
ϕ · f dλ.

Bemerkung 2.4. Viele Eigenschaften des Erwartungswertes (z. B. Linearität,
Hölder-Ungleichung, . . . ) sind Eigenschaften der Integrale

∫
. . . dP.

Beispiel 2.5. (Cauchy-Verteilung)
Die Cauchy-Verteilung zum Parameter c > 0 ist eine absolutstetige Verteilung
mit Dichte

f(x) =
1

π

c

c2 + x2
für x ∈ R.

f ist tatsächlich Dichte einer Verteilung, da f stetig und somit Borel-messbar
ist, f ≥ 0 gilt und da mit Hilfe des Satzes über monotone Konvergenz (∗)

∫
f dλ =

(∗)
lim

x→∞

x∫

−x

f(y) dy = lim
x→∞

1

π

[
arctan(

x

c
) − arctan(−x

c
)
]

= 1.

Der zugehörige Erwartungswert existiert nicht:

ϕ(x) = x, ϕ+(x) = x1l[0,∞)(x), ϕ
−(x) = (−x)1l(−∞,0](x)

∫
x 1l[0,∞)(x) f(x)λ (dx) = lim

R→∞

R∫

0

1

π

cx

c2 + x2
dx = ∞,

da
R∫
0

1
π

cx
c2+x2 dx = c

2π log(c2 + x2)
∣∣R
0

und analog

∫
(−x) 1l(−∞,0](x) f(x)λ (dx) = ∞.

2.3. Konvergenzarten für Folgen von

Zufallsgrößen

Wir setzen Xn, X als Zufallsgrößen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P)
voraus.
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Besteht eine Eigenschaft fast überall bezüglich eines Wahrscheinlichkeitsmaßes,
so sagt man in der Wahrscheinlichkeitstheorie, dass diese Eigenschaft fast sicher
(f.s.) gilt.

Definition 2.6.

a) (Xn) konvergiert fast sicher gegen X, falls Xn → X fast sicher, das heißt

P(Xn 9 X) = 0.

b) (Xn) konvergiert im p-ten Mittel (im Lp) gegen X, falls Xn und X ∈ Lp

und ||Xn −X||p → 0, das heißt

E|Xn −X|p → 0 für n→ ∞.

c) (Xn) konvergiert in Wahrscheinlichkeit (stochastisch) gegen X, falls für
alle ε > 0 gilt

lim
n→∞

P(|Xn −X| > ε) = 0.

In Zeichen:

Xn
f.s.→ X, Xn

Lp

→ X, Xn
P→ X.

Bemerkung 2.7. Die Grenzwerte sind nur P-fast sicher eindeutig bestimmt.

Satz 2.8.

(i) Aus der fast sicheren Konvergenz folgt die Konvergenz in Wahrscheinlich-
keit.

(ii) Aus der Konvergenz im p-ten Mittel folgt die Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit.

Beweis. Siehe Wahrscheinlichkeitstheorie I. �

Beispiel 2.9. Alle anderen Implikationen zwischen den drei Konvergenzarten
sind im Allgemeinen (ohne Zusatzvorraussetzungen) falsch. Sei etwa

(Ω,A,P) = ([0, 1]B[0,1], λ) mit λ = λ[0,1] Lebesgue-Maß auf [0, 1]

X2m+k := 22m1l[k2−m,(k+1)2−m] (m ∈ N0, 0 ≤ k < 2m),

so konvergiert (Xn) in Wahrscheinlichkeit gegen 0, aber (Xn) konvergiert weder
im p-ten Mittel (für p ≥ 1) noch fast sicher:

n = 2m + k → ∞ ⇐⇒ m→ ∞

0 < ε < 1, P(|X2m+k| > ε) = λ([k2−m, (k + 1)2−m]) = 2−m −→
m→∞

0,

aber
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(i) ||X2m+k||pp =E|X2m+k|p =22mpλ([k2−m, (k+1)2−m]) =2(2p−1)m −→
m→∞

∞.

(Würde Xn
Lp

→ X gelten, so wäre

||Xn||p ≤ ||Xn −X||p︸ ︷︷ ︸
→0

+ ||X||p︸ ︷︷ ︸
<∞

beschränkt.)

(ii) für jedes ω ∈ [0, 1] findet man eine Teilfolge (Xnk
) mit (Xnk

(ω)) → ∞.
Also konvergiert (Xn(ω)) für kein ω.

Satz 2.10. (Satz von Riesz) Konvergiert (Xn) in Wahrscheinlichkeit gegen X,
so findet man eine Teilfolge (Xnk

), die fast sicher gegen X konvergiert.

Beweis. Wie wählen die Teilfolge (Xnk
) so, dass

P(|Xnk
−X| > 2−k) < 2−k (k = 1, 2, . . . )

gilt. Die Ereignisse Ak := {|Xnk
− X| > 2−k} erfüllen somit

∑
k

P(Ak) < ∞.

Also ist

N := lim sup
k→∞

Ak =
⋃

n

⋂

l≥k

Al

eine P-Nullmenge. N ist das Ereignis, dass unendlich viele der Ereignisse Ak

eintreten. Für ω ∈ Ω\N folgt deshalb Xnk
(ω) → X(ω). Also gilt Xnk

→ X
P-fast sicher. �

Alle drei Konvergenzarten sind vollständig, das heißt jede Cauchyfolge konver-
giert. Wir formulieren dies nur für die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Satz 2.11. Sei (Xn) eine Cauchyfolge in Wahrscheinlichkeit, das heißt für alle
ε > 0 gilt:

lim
m,n→∞

P(|Xn −Xm| > ε) = 0. (2.1)

Dann existiert eine Zufallsgröße X, so dass (Xn) in Wahrscheinlichkeit gegen
X konvergiert.

Beweis. Wegen (2.1) findet man eine Teilfolge (Xnk
) mit

P(|Xnk+1
−Xnk

> 2−k) < 2−k (k = 1, 2, . . . ).

Auf die Ereignisse Ak := {|Xnk+1
− Xnk

| > 2−k} lässt sich somit das Lemma
von Borel-Cantelli anwenden, weshalb lim supk→∞Ak eine P-Nullmenge ist. Für
ω ∈ lim supk→∞Ak ist aber (Xnk

(ω)) eine Cauchyfolge in R. Da R vollständig
ist, findet man eine Zufallsgröße X (Wie steht es um die Messbarkeit von X),
so dass Xnk

→ X fast sicher und folglich auch Xnk
→ X in Wahrscheinlichkeit

gilt.
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Bleibt zu zeigen, dass die gesamte Folge (Xn) in Wahrscheinlichkeit gegen X
konvergiert: Für beliebige ε > 0 gilt

P(|Xn −X| > ε) ≤ P(|Xn −Xnk
| > ε

2
)

︸ ︷︷ ︸
→0, für n,k→∞ wegen (2.1)

+ P(|Xnk
−X| > ε

2
)

︸ ︷︷ ︸
→0, für k→∞ (Konv. in Wkt.)

.

�

2.4. Unabhängigkeit von Mengensystemen

Sei für diesen Abschnitt (Ω,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Ereignisse A1, . . . , An ∈ F heißen unabhängig , wenn für beliebige i1, . . . , ir mit
1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n gilt

P(Ai1 ∩ · · · ∩Air
) = P (Ai1) · · ·P (Air

).

Eine Familie (Ai)i∈I von Ereignissen heißt unabhängig, wenn je endlich viele
dieser Ereignisse unabhängig sind.

Definition 2.12.

a) Teilmengen E1, . . . ,En von A mit Ω ∈ Ei (i = 1, . . . , n) heißen unabhängig,
wenn für beliebige A1 ∈ E1, . . . , An ∈ En gilt

P(A1 ∩ . . . An) = P(A1) · · ·P(An).

b) Eine Familie (Ei)i∈I von Teilmengen von A mit Ω ∈ Ei für alle i ∈ I heißt
unabhängig, falls jeweils endliche viele dieser Mengensysteme unabhängig
sind.

Die Unabhängigkeit von E1 und E2 drückt man symbolisch durch |= aus.

Satz 2.13. Sei (Ei)i∈I eine Familie von ∩-stabilen Teilmengen von A mit Ω ∈ Ei

für alle i ∈ I. Falls dann die Teilmengen (Ei)i∈I unabhängig sind, dann sind
auch (σ(Ei))i∈I unabhängig.

Beweis. Sei o.B.d.A. I = {1, . . . , n} endlich. Wir betrachten die Aussagen

(Hk) P(A1 ∩ · · · ∩ An) = P(A1) · · ·P(An) gilt für

A1 ∈ σ(E1), . . . , Ak ∈ σ(Ek), Ak+1 ∈ Ek+1, . . . , An ∈ En

mit (k = 0, 1, . . . , n). Nach Vorraussetzung gilt (H0), zu zeigen ist (Hn).
Wie beweisen dies mit nun Induktion über k.
Sei also (Hk) für ein k mit 0 ≤ k < n erfüllt.

Sei ϑ := {B ∈ σ(Ek+1) : P(A1 ∩ · · · ∩Ak ∩B ∩Ak+2 ∩ · · · ∩An)

= P(A1) · · ·P(Ak) P(B) P(Ak+2) · · ·P(An)

für alle A1 ∈ σ(E1), . . . , Ak ∈ σ(Ek),

Ak+2 ∈ Ek+2, · · · , An ∈ En}
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Es genügt zu zeigen, dass ϑ ein Dynkin-System ist. Da Ek+1 ⊆ ϑ und wegen
der ∩-Stabilität von Ek+1 folgt mit dem Hauptsatz über Dynkin-Systeme

σ(Ek+1) = d(Ek+1) ⊆ ϑ, d.h. (Hk+1) ist erfüllt.

ϑ ist ein Dynkin-System, denn Ω ∈ ϑ, da Ω ∈ Ek+1

B ∈ ϑ ⇒ P(A1 ∩ · · · ∩Ak ∩Bc ∩ Ak+2 ∩ · · · ∩An)

= P(A1 ∩ · · · ∩Ak ∩ Ω ∩Ak+2 ∩ . . . An)

−P(A1 ∩ · · · ∩Ak ∩B ∩Ak+2 ∩ · · · ∩ An)

= P(A1) · · ·P(Ak) P(Ω) P(Ak+2) · · ·P(An)

−P(A1) · · ·P(Ak) P(B) P(Ak+2) · · ·P(An)

= P(A1) · · ·P(Ak) P(Bc) P(Ak+1) · · · (An), d.h. B ∈ ϑ.

Analog folgt für eine Folge (Bn) paarweise disjunkter Ereignisse aus ϑ mit der

σ-Additivität von P, dass
⋃
n
Bn ∈ ϑ . �

Folgerung 2.14. Sei (Ai)i∈I eine Familie unabhängiger Ereignisse. Dann sind
auch die σ-Algebren {φ,Ai, A

c
i ,Ω}, i ∈ I, unabhängig.

Beweis. Man wende den vorherigen Satz (Satz 2.13) auf die Mengensysteme
Ei := {Ai,Ω}, für i ∈ I, an. �

Satz 2.15. Seien Ei ⊆ A, für i ∈ I, sowohl unabhängig als auch ∩-stabil und
sei Ω ∈ Ei (für alle i ∈ I). Weiterhin sei (Ik)k∈K eine Familie von paarweise
disjunkten Teilmengen der Indexmenge I. Dann sind auch die Mengensysteme

σ

(
⋃

i∈Ik

Ei

)
für k ∈ K, unabhängig.

Beweis. Sei Êk das Mengensystem, welches aus allen endlichen Durchschnitten
von Ereignissen aus Ei, i ∈ Ik, besteht (für k ∈ K ). Dann sind die Mengensy-

steme Êi, k ∈ K, sowohl unabhängig, als auch ∩-stabil und es gilt

σ
(
Êk

)
= σ

(
⋃

i∈Ik

Ei

)
.

Die Behauptung folgt nun unter der Verwendung des Satzes 2.13. �

Satz 2.16. (0-1-Gesetz von Kolmogorov)
Sei (An) eine Folge unabhängiger Teil-σ-Algebren von A und sei A≥m :=

∨
n≥m

An.

Dann ist die Tail-σ-Algebra

τ :=
∞⋂

m=1

A≥m
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trivial, das heisst, dass für alle A ∈ τ gilt:

P(A) = 0 oder P(A) = 1.

Deutung : Eine Zufallsevolution mit unabhängigen Ausgängen zu verschiedenen
Zeitpunkten An enthält die Ereignisse, die nur vom Geschehen zum Zeitpunkt
n abhängen.
A≥m enthält die Ereignisse, die nur von der zukünftigen Entwicklung ab dem
Zeitpunkt m abhängen.
τ ist die σ-Algebra der Ereignisse, die nur vom Geschehen in der unendlich
fernen Zukunft abhängen.

Beweis. Sei A≤m :=
m∨

i=1

Ai. Satz 2.15 liefert uns

A≤m |= A≥m+1 für alle m ⇒ A≤m |= τ für alle m (da τ ⊆ A≥m)

⇒
Satz 2.15

∞∨

n=1

=

∞∨

m=1

A≤m |= τ

⇒ τ |= τ (da τ ⊆
∞∨

n=1

An),

das heißt für alle A ∈ τ gilt P(A ∩ A) = P(A), also ist P(A)2 = P(A), weshalb
P(A) = 0 oder P(A) = 1 gelten muss. �

Beispiel 2.17. (Illustrationsbeispiel)

1. Zum Lemma von Borel-Cantelli:
Sei (An) eine Folge unabhängiger Ereignisse. Dann sind die von diesen
Mengen erzeugten σ-Algebren An := {∅, An, A

c
n,Ω} unabhängig (Folge-

rung 2.14). Also ist nach dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov die Tail-σ-
Algebra

τ :=
∞⋂

m=1

∞∨

n=m

An

trivial.

Da A := lim sup
n→∞

An =
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

An ∈ τ , ist somit P(A) = 0 oder P(A) = 1.

2. Zum starken Gesetz der großen Zahlen:
Sei (An) eine Folge unabhängiger (und identisch verteilter) Zufallsgrößen.
Angenommen, es gilt

lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

Xi = Y fast sicher.

Dann ist Y fast sicher konstant. Tatsächlich, die σ-Algebren σ(Xn), mit
n ∈ N, sind unabhängig, weshalb nach dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov
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die Tail-σ-Algebra τ :=
∞⋂

m=1

∞∨
n=m

σ(An) trivial ist. Für beliebige m ∈ N

ist

Y = lim
n→∞

1

n

n∑

i=m

Xi.

Also ist Y bezüglich der σ-Algebra
∞∨

n=m
σ(Xn) messbar. Da dies für belie-

bige m gilt, ist Y auch τ -messbar.
Wegen der Trivialität von τ folgt die Behauptung. (Wäre Y nicht fast si-
cher konstant, so gäbe es ein c ∈ R mit 0 < P(Y ≤ c) < 1; man betrachte
zum Beispiel die Verteilungsfunktion von Y .)

2.5. Unabhängigkeit von Zufallsgrößen

Sei für diesen Abschnitt mit (Ω,A,P) wieder ein beliebiger Wahrscheinlichkeits-
raum vorgegeben.

Aus der Definition der Unabhängigkeit von Zufallsvariablen ergibt sich sofort
die nachstehende Behauptung.

Behauptung 2.18. Sei I eine nichtleere Indexmenge. Für jedes i ∈ I sei Xi

eine (E,Ei)-wertige Zufallsvariable auf dem Raum (Ω,A,P). Dann gilt:
Die Famile (Xi)i∈I von Zufallsvariablen ist genau dann unabhängig, wenn die
Familie (σ(Xi))i∈I der von ihnen erzeugenten σ-Algebren unabhängig ist.

Satz 2.19. Seien X und Y zwei unabhängige Zufallsgrößen.

(i) Sind X, Y ≥ 0, so gilt

E(X · Y ) = EX · EY. (2.2)

(ii) Sind X, Y ∈ L1(P), so ist auch X · Y ∈ L1(P) und die Behauptung (2.2)
gilt ebenfalls.

Beweis.

(i) Da X und Y unabhängig sind, sind auch die σ-Algebren σ(X) sowie σ(Y )
unabhängig (Behauptung (2.18)). Die Behauptung (2.2) gilt für nicht-
negative elementare σ(X)- bzw. σ(Y )-messbare Zufallsgrößen X̃ und Ỹ .
Tatsächlich, ist

X̃ =
m∑

i=1

αi1lAi
mit A1, . . . , Am ∈ σ(X)

und Ỹ =
n∑

j=1

βj1lBj
mit B1, . . . , Bn ∈ σ(Y ),
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so erhält man da E(1lAi
1lBj

) = P(Ai ∩Bj) =
Unabh.

P(Ai) P(Bj)

E(X̃Ỹ ) =
m∑

i=1

n∑

j=1

αiβj · E(1lAi
1lBj

)

=
m∑

i=1

αiβj · E1lAi
· E1lBj

=

(
m∑

i=1

αi E1lAi

)


n∑

j=1

βj E1lBj




= EX̃ · EỸ .

Nach Satz (1.22) existieren elementare σ(X)- beziehungsweise σ(Y )-messbare
Zufallsgrößen Xm und Yn mit 0 ≤ Xm ↑ X sowie 0 ≤ Yn ↑ Y . Es gilt

E(Xm · Yn) = EXm · EYn.

Die Behauptung (2.2) folgt nun mit dem Satz über monotone Konvergenz
(Satz 1.29) für m ↑ ∞ und n ↑ ∞.

(ii) Da X und Y unabhängig sind, sind auch |X| und |Y | unabhängig
(Da σ(|X|) ⊆ σ(X), σ(|Y |) ⊆ σ(Y )). Also folgt mit (i)

E(|X| · |Y |) = E|X| · E|Y | <∞,

das heißt X · Y ∈ L1(P). Der Rest der Behauptung (ii) folgt aus (i) durch
Zerlegung von X und Y in Positiv- und Negativteil.

�

Charakteristische Funktion einer Zufallsgröße X:

χX(t) := EeitX , für t ∈ R.

Folgerung 2.20. Sind X und Y unabhängige Zufallsgrößen, so gilt

χX+Y = χX ·χY .

Beweis. Aus der Unabhängigkeit von X und Y folgt, dass eitX und eitY un-
abhängige komplexwertige Zufallsvariablen ( σ(eitX) ⊆ σ(X), σ(eitY ) ⊆ σ(Y ))
sind. Also folgt mit Satz 2.19 b), dass

χX+Y (t) = E(eitX · eitY ) = EeitX · EeitY = χX(t) ·χY (t).

Das Problem der Komplexwertigkeit von eitX und eitY lässt sich entweder durch
eine Verallgemeinerung des Satzes 2.19 oder durch Zerlegung von eitX und eitY

in Real- und Imaginärteil lösen. �
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Satz 2.21. Seien µ und ν zwei Wahrscheinlichkeitsmaße auf dem Raum (R,B).
Dann wird durch

(µ ∗ ν)(B) :=

∫
ν(B − x)µ (dx) =

∫
µ(B − y)ν (dy), für B ∈ B,

ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ ∗ ν auf (R,B) definiert.

Beweis. Sei also B ∈ B. Dann ist die Funktion

f(x, y) := 1lB(x+ y) = 1lB−x(y) = 1lB−y(x), mit (x, y) ∈ R2,

B ⊗ B(= B2)-messbar und der Satz von Fubini (Satz 1.34) liefert uns
∫
ν(B − x)µ (dx) =

∫
µ(B − y)ν (dy) =

∫
1lB(x+ y)(µ⊗ ν) (d(x, y)). (2.3)

Wendet man nun auf das letzte Integral den Satz von Beppo Levi (Folgerung
1.30) an, so sieht man, dass µ ∗ ν ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist. �

Bemerkung 2.22.

1. µ ∗ ν heißt Faltung von µ und ν.

2. Es gilt µ ∗ ν = ν ∗ µ.

3. Sind µ und ν diskret (absolutstetig), so folgen aus Satz 2.21 die Faltungs-
formeln für Einzelwahrscheinlichkeiten (Dichten) aus Wahrscheinlichkeits-
theorie I.

Satz 2.23. Sind X und Y unabhängige Zufallsgrößen, so gilt für deren Vertei-
lung

(i) P(X,Y ) = PX ⊗ PY sowie

(ii) PX+Y = PX ∗ PY .

Beweis.

(i) Für beliebige B1, B2 ∈ B gilt mit Hilfe der Unabhängigkeit (∗)

P(X,Y )(B1 ×B2) = P((X,Y ) ∈ B1 ×B2)

= P(X ∈ B1, Y ∈ B2)

=
(∗)

P(X ∈ B1) · P(Y ∈ B2)

= PX(B1) · PY (B2)

= (PX ⊗ PY )(B1 ×B2).

Das bedeutet P(X,Y ) und PX ⊗PY stimmen auf einem ∩-stabilen Erzeuger
von B ⊗ B = B2 überein. Also sind beide Maße identisch (siehe Beispiel
1.11).



2.5. Unabhängigkeit von Zufallsgrößen 33

(ii) Mit dem Integraltransformationssatz (Satz 1.28) folgt für beliebige B ∈ B:

PX+Y (B) = E1lB(X + Y )

=

∫

R2

1lB(x+ y)P(X,Y ) (d(x, y))

=
a)

∫

R2

1lB(x+ y)(PX ⊗ PY ) (d(x, y))

=
2.3

(PX ∗ PY )(B).

�





Kapitel 3

Bedingte

Wahrscheinlichkeiten und

bedingte Erwartungswerte

3.1. Klassischer Begriff

Sei für diesen Abschnitt (Ω,A,P) wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Für B ∈ A mit P(B) > 0 wird durch

P(A|B) :=
P(A ∩B)

P(B)
, für A ∈ A,

ein Wahrscheinlichkeitsmaß P( · |B) auf (Ω,A) definiert, die bedingte Wahr-
scheinlichkeit gegeben B. Der bedingte Erwartungswert gegeben B wird als Er-
wartungswert bezüglich P( · |B) definiert:

E[X|B] :=

∫
X dP( · |B), mit X ∈ L1(P( · |B)).

Behauptung 3.1. Ist X ∈ L1(P), so ist X ∈ L1(P( · |B)) und es gilt

E[X|B] =
E(X1lB)

P(B)
.

Beweisidee. Die Behauptung gilt für X = 1lA, mit A ∈ A. �

Wegen
P(A|B) = E[1lA|B], mit A ∈ A,

kann die bedingte Wahrscheinlichkeit als
”
Spezialfall“ des bedingten Erwar-

tungswertes angesehen werden.
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Sei B1, . . . , Br eine endliche messbare Zerlegung von Ω mit P(Bi) > 0 für

i = 1, . . . , r (das heißt B1, . . . , Br ∈ A, B1 ∩Bj = ∅ (für i 6= j),
r⋃

1=1
Bi = Ω).

Sei außerdem
F := σ(B1, . . . , Br) ⊆ A

die endliche σ-Algebra mit den
”
Atomen“ B1, . . . , Br. Für X ∈ L1(P) definieren

wir dann

E[X|F ](ω) := E[X|Bi], falls ω ∈ Bi

=
r∑

i=1

E[X|Bi]1lBi
(ω), (3.1)

und für A ∈ A,

P(A|F) := E[1lA|F ] =
r∑

i=1

P(A|Bi)1lBi
.

Interpretation. Wir wissen bereits, welche der Ereignisse aus F eingetreten sind.

a) Ist ω ∈ Ω das bei unserer Beobachtung eingetretene Elementarereignis
und ω ∈ Bi (das heißt Bi ist eingetreten), so ist P[A|F ](ω) die (bedingte)
Wahrscheinlichkeit von A unter dieser Zusatzinformation.

b) Entsprechend ist E[X|F ](ω) der (bedingte) Mittelwert von X gegeben
dieser Zusatzinformation.

Behauptung 3.2. Unter den obigen Vorrausetzungen gilt

(a) E[X|F ] ∈ L1(P);

(b) E[X|F ] ist F-messbar;

(c) E(1lA E[X|F ]) = E(1lAX), für A ∈ F.

Beweis. Aus

E[X|F ] =
(3.1)

r∑

i=1

E[X|Bi]1lBi
=

Beh. 3.1

r∑

i=1

E[X1lBi
]

P(Bi)
1lBi

ergeben sich sofort die Aussagen (a) und (b). Zum Beweis von (c) sei A ∈ F,
d.h.

A =
⋃

j∈J

Bj für eine Indexmenge J ⊆ {1, 2, . . . , r}.

Dann ist

E(1lAE[X|F ]) =
r∑

i=1

∑

j∈J

E1lBi∩Bj

P(Bi)︸ ︷︷ ︸
=δij

E(X1lBi
)

=
∑

j∈J

E(X1lBj
) = E(X1lA).

�
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3.2. Abstrakter Begriff

Sei (Ω,A,P) wieder ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 3.3. Gegeben seien eine Zufallsgröße X ∈ L1(P) und eine Teil-σ-Algebra
F von A. Dann existiert eine P-fast sicher eindeutig bestimmte Zufallsgröße Y
mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Y ∈ L1(P);

(ii) Y ist F-messbar;

(iii) E(1lAY ) = E(1lAX), mit A ∈ F.

Beweis.

a) Existenz von Y : Sei zunächst X ≥ 0. Dann wird durch

Q(A) := E(1lAX) mit A ∈ F,

ein endliches Maß Q auf (Ω,A) definiert. Wegen

Q≪ P|F (Einschränkung von P auf F)

existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym (Satz 1.39) eine nichtnegative
F-messbare Zufallsgröße Y mit

Q(A) =

∫

A

Y dP|F =

∫

A

Y dP, mit A ∈ F.

Diese Zufallsgröße besitzt die gewünschten Eigenschaften:

EY = Q(Ω) = EX <∞, das heißt Y ∈ L1(P).

Die F-Messbarkeit von Y gilt nach Definition von Y . Um (iii) zu zeigen,
sei A ∈ F. Dann folgt

E(1lAY ) =

∫

A

Y dP = Q(A) = E(1lAX).

Der allgemeine Fall X ∈ L1(P) folgt hieraus durch die Zerlegung von X
mit X = X+ −X−.

b) P-f.s. Eindeutigkeit von Y : Sind Y1 und Y2 zwei Zufallsgrößen, welche
die Eigenschaften (i)-(iii) erfüllen, so ist Y := Y1 − Y2 F-messbar und
Y ∈ L1(P) und wegen (iii) gilt für alle A ∈ F:

E(1lAY ) = 0.
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Insbesondere gilt für jedes n ∈ N:

0 = E1l{Y > 1
n
}Y ≥ 1

n
P(Y >

1

n
),

das bedeutet, dass {Y > 1
n} eine P-Nullmenge ist. Dann sind auch

{Y > 0} =
⋃
n
{Y > 1

n} sowie {Y < 0} P-Nullmengem, und das heißt Y = 0

fast sicher.

�

Definition 3.4.Die fast sicher eindeutig bestimmte Zufallsgröße Y aus dem Satz
3.3 heißt bedingte Erwartung von X gegeben F und wird mit E[X|F ] bezeichnet.
Für A ∈ A heißt

P[A|F ] := E[1lA|F ]

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben F.

Der bedingte Erwartungswert E[X|F ] wird somit durch folgende Eigenschaften
charakterisiert:

a) E[X|F ] ∈ L1(P);

b) E[X|F ] ist F-messbar;

c) für alle A ∈ F gilt

E(1lAE[X|F ]) = E(1lAX).

Bemerkung 3.5. Mit der
”
üblichen Approximationsprozedur“ zeigt man, dass

die folgende Eigenschaft äquivalent zu c) ist:

c) Für jede F-messbare Zufallsgröße Y mit X · Y ∈ L1(P) gilt
Y · E[X|F ] ∈ L1(P) und

E(Y · E[X|F ]) = E(Y ·X).

(Übungsaufgabe; man verwende zusätzlich die Eigenschaften (i) und (v) aus
dem nachstehenden Satz.)

Satz 3.6. (Fundamentaleigenschaften bedingter Erwartungen) Gegeben seien
die Zufallsgrößen X, Y ∈ L1(P) sowie die Teil-σ-Algebren F und Y von A.
Dann gilt:

(i) E[αX + βY |F ] = αE[X|F ] + βE[Y |F ] fast sicher (für α, β ∈ R)
(Linearität)

(ii) Aus X ≥ Y fast sicher folgt E[X|F ] ≥ E[Y |F ] fast sicher
(Monotonie)
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(iii) Ist Y F-messbar, so gilt E[Y |F ] = Y f.s. . Ist zusätzlich X ·Y ∈ L1(P), so
gilt weiter

E[X · Y |F ] = Y · E[X|F ] fast sicher (3.2)

(Messbare Faktoren)

(iv) Für Y ⊆ F gilt

E[ E [X|F ] |Y] = E[[X|Y]|F ] = E[X|Y] fast sicher

(Turmeigenschaft)

(v) |E[X|F ] | ≤ E [ |X| |F ] fast sicher
(Dreiecksungleichung)

(vi) Sind σ(X) und F unabhängig, so gilt E[X|F ] = EX fast sicher

(vii) Sind Xn und X Zufallsgrößen mit Xn → X fast sicher und |Xn| ≤ Y fast
sicher für ein Y ∈ L1(P), so gilt

E[Xn|F ] → E[X|F] fast sicher und E[X|F ] ∈ L1(P)

(Majorisierte Konvergenz)

Beweis.

(i) Z := αE[X|F ]+βE[Y |F ] gehört zum L1(P) und ist F-messbar. Außerdem
gilt für jedes A ∈ F:

E(1lAZ) = αE[1lA E[X|F ] ] + βE[1lA E[X|F ] ]

= αE(1lAX) + β(1lAY ) = E(1lA (αX + βY ) ).

Folglich ist Z = E[αX + βY |F ] f.s. (Nach Satz 3.3 und Definition 3.4).

(ii) Nach Vorrausetzung ist Z := E[X|F ] − E[Y |F ] =
(i)

E[X − Y |F ] F-messbar

und

E(1lAZ) = E1lA(X − Y ) ≥ 0, für alle A ∈ F.

Hieraus folgt:

Z ≥ 0 fast sicher (Definiere An := {Z < − 1

n
} ∈ F),

0 ≤ E(1lAn
Z) ≤ − 1

n
P(An) ⇒ P(An) = 0, für alle n

⇒ {Z < 0} =
⋃

n

An ist eine P-Nullmenge.
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(iii) Nach Definiton des bedingten Erwartungswertes gilt die Eigenschaft (3.2)
für Y = 1lB , mit B ∈ F:
Z := 1lBE[X|F ] ist F-messbar und ∈ L1(P). Für beliebige A ∈ F gilt:
E(1lAZ) = E(1lA ∩B︸ ︷︷ ︸

∈F

E[X|F ]) = E(1lA∩B ·X) = E(1lA · (1lBX)),

das heißt Z = E[1lB ·X] fast sicher. Im allgemeinen Fall ist Z := Y E[X|F ]
F-messbar und nach Bemerkung 3.5 im L1(P).
Für jedes A ∈ F ist deshalb

E(1lAZ) =
(3.2) für

”
Y = 1lA“

E(Y · E[1lA ·X|F ] =
Bem. 3.5

E(1lA(X · Y )),

und das heißt, dass Z = E[XY |F ] fast sicher

(iv) Da E[X|Y] Y-messbar ist, ist E[X|F ] auch F-messbar (Man beachte dabei
Y ⊆ F). Deshalb folgt aus (iii) sofort

E[ E[X|F ]|F ] = E[X|F ] fast sicher

Für jedes A ∈ Y ist auch A ∈ F und deshalb

E(1lA E[X|F ] ) =
A∈Y

E(1lA ·X) =
A∈F

E(1lA E[X|F ] )

Da E[X|Y] zudem Y-messbar und ∈ L1(P) ist, fällt somit E[X|Y] fast si-
cher mit dem bedingten Erwartungswert der Zufallsgröße E[X|F ] gegeben
Y zusammen.

(v) Mit X = X+ − X− und mit X± ≤ |X| folgt die Behauptung aus der
Linearität und Monotonie des bedingten Erwartungswertes.

(vi) Z := EX ist trivialerweise F-messbar und ∈ L1. Für jedes A ∈ F sind 1lA
und X unabhängig und folglich unkorreliert, weshalb

E(1lA · Z) = E1lA · EX = E(1lA ·X)

gilt. Also ist Z = E[X|F ] fast sicher

(vii) L1-Konvergenz:
E |E[Xn|F ] − E[X|F ]| ≤

(i),(ii)
E E[|Xn − X| |F ] = E|Xn − X| −→

n→∞
0 nach

dem Satz von Lebesgue über die majorisierte Konvergenz
(Man beachte |Xn −X| → 0 fast sicher und |Xn −X| ≤ 2Y fast sicher).

fast sichere Konvergenz:
Yn := supk≥n |Xk −X| → 0 f.s. und 0 ≤ Yn ≤ 2Y .
E[Yn|F ] ↓ Y für ein Y und |E[Yn|F ]| ≤ 2E[|Y ||F ] ≤ 2E[|Y |] ≤ ∞
Nach dem Lemma von Fatou und dem Satz von Lebesgue gilt
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EY ≤ lim inf
n→∞

E [E[Zn|F ]]︸ ︷︷ ︸
=EZn

= 0, das heißt Y = 0 fast sicher.

Hieraus folgt wegen

|E[Xn|F ] − E[X|F ] | ≤ E[Yn|F ]

die Behauptung.

�

Satz 3.7. (Jensensche Ungleichung) Gegeben sei eine Zufallsgröße X ∈ L1(P)
sowie eine Teil-σ-Algebra F von A. Dann gilt für jede konvexe Funktion ϕ mit
ϕ(X) ∈ L1(P) die Ungleichung

ϕ( E[X|F ] ) ≤ E[ϕ(X)|F ] P-fast sicher

Beweis. Übungsaufgabe. �

Beispiel 3.8. (Optimale Approximation im quadratischen Mittel)
Seien X ∈ L2(P) und F eine Teil-σ-Algebra von A (welche die uns zur Verfügung
stehende

”
Information“ enthält).

Aufgabe: Man approximiere X möglichst genau durch eine F-messbare Zufalls-
gröse Y (deren Wert Y (ω) sich mit der vorhandenen

”
Information“ aus ω ∈ Ω

gewinnen lässt).
Genauer: Man löse das Variationsproblem

I := inf
{
E(X − Y )2 : Y F-messbar und Y ∈ L2(P)

}
.

Lösung : Dieses Infimum wird für Y = E[X|F ] angenommen und dieser Mini-
mierer ist P-f.s. eindeutig bestimmt. Außerdem ist I = EX2 − E (E[X|F ])2.

Beweis. Sei Y F-messbar und Y ∈ L2(P). Dann ist

E(X − E[X|F ])(Y − E[X|F ]) = 0. (3.3)

Tatsächlich, mit den Rechenregeln für bedingte Erwartungen folgt

E(X − E[X|F ])(Y − E[X|F ]) = E [E(X − E[X|F ])(Y − E[X|F ])|F ]

=
Y − E[X|F ]

F-messb.

E((Y − E[X|F ]) · E[X − E[X|F ]|F ]︸ ︷︷ ︸
=E[X|F ]−E[X|F ]=0

) = 0.

Hiermit erhält man

E(X − Y )2 = E ( (X − E[X|F ]) − (Y − E[X|F ] ))
2

=
(3.2)

E(X − E[X|F ])2 + E(Y − E[X|F ])2

≥ E(X − E[X|F ])2,
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wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn Y = E[X|F ] fast sicher gilt. Dies ist der
gesuchte Minimierer, da E[X|F ] F-messbar ist und im L2(P) liegt. Letzeres folgt
mit der Jensenschen Ungleichung (Satz 3.7) für die konvexe Funktion ϕ(x) = x2:

E(E[X|F ])2 ≤ E E[X2|F ] = EX2 <∞.

Außerdem ist da E(X · E[X|F ]) = E E[X · E[X|F ]︸ ︷︷ ︸
F-messb.

|F ] = E(E[X|F ])2

I = E(X − E[X|F ])2 = EX2 − 2E(X · E[X|F ]) + E(E[X|F ])2

= EX2 − E(E[X|F ])2.

�

Definition 3.9. Seien X ∈ L1(P) und Y eine Zufallsvariable mit Werten in
einem beliebigen messbaren Raum. Dann definiert man den bedingten Erwar-
tungswert von X gegeben Y durch

E[X|Y ] := E[X|σ(Y )].

Analog definiert man für A ∈ Ω die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben
Y durch

P(A|Y ) := P(A|σ(Y )).

Bemerkung 3.10. Für mehrere Zufallsvariablen Y1, . . . , Yn definiert man entspre-
chend

E[X|Y1, . . . , Yn] = E[X|σ(Y1, . . . , Yn)].

Lemma 3.11. (Faktorisierungslemma) Sei Y eine Zufallsvariable mit Wer-
ten in einem beliebigen messbaren Raum (E,E). Dann existiert zu jeder σ(Y )-
messbaren Zufallgröße Z eine PY -fast sicher eindeutig bestimmte messbare Funk-
tion ϕ : E → R mit

Z = ϕ ◦ Y.

Beweis.
1o Existenz von ϕ:

Ist Z =
r∑

k=1

αk1lBk
elementar, so sind B1, . . . , Br ∈ σ(Y ) = {Y −1(C) : C ∈ E}.

Folglich existieren C1, . . . , Cr ∈ E mit Bk = Y 1(Ck) mit (k = 1, . . . , r), und die
Behauptung ist für

ϕ =
r∑

k=1

αk1lCk

erfüllt. Tatsächlich, ϕ ist E-B-messbar und es gilt

ϕ ◦ Y =
r∑

k=1

αk(1lCk
◦ Y ) =

r∑

k=1

αk1lY −1(Ck) = Z.



3.3. Reguläre bedingte Wahrscheinlichkeiten 43

Der allgemeine Fall folgt mit der
”
üblichen“ Approximationsprozedur.

2o PY -fast sichere Eindeutigkeit von ϕ (wobei PY = P ◦ Y −1):
Seien ϕ1 und ϕ2 zwei Funktionen mit den gewünschten Eigenschaften und sei
ψ := ϕ1 − ϕ2. Dann ist |ψ| ◦ Y = |ψ ◦ Y | = 0 und somit

0 =

∫

Ω

|ψ| ◦ Y dP und mit dem Integraltransformationssatz =

∫

E

|ψ| dPY .

Hieraus folgt ψ = 0 PY -fast sicher und somit ϕ1 = ϕ2 PY -fast sicher. �

Im Folgenden seien X ∈ L1(P) und Y eine (E,E)-wertige Zufallsvariable. Dann
ist E[X|Y ] eine σ(Y )-messbare Zufallsgröße. Nach dem Faktorisierungslemma
existiert eine PY -fast sicher eindeutig bestimmte messbare Funktion ϕ : E → R

mit
E[X|Y ] = ϕ ◦ Y.

Definition 3.12.Für y ∈ E wird ϕ(y) mit E[X|Y = y] bezeichnet und bedingter
Erwartungswert von X gegeben Y = y genannt . Entsprechend definiert man
P(A|Y = y).
E[X|Y = ·] ist somit eine auf E definierte messbare Funktion mit

E[X|Y = ·] ◦ Y = E[X|Y ] P-fast sicher

Durch die Eigenschaften ist E[X|Y = ·] PY -fast sicher eindeutig festgelegt.

3.3. Reguläre bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sei F eine beliebige Teil-σ-Algebra von A.

Frage: Kann man für jedes A ∈ A eine Version P(A|F ) der bedingeten Wahr-
scheinlichkeit von A gegeben F finden, so dass P( · |F )(ω) ein Wahrscheinlich-
keitsmaß ist für P-fast alle ω ∈ Ω.

Zunächst kann man mit majorisierter Konvergenz (Satz 3.6 (vii)) zeigen, dass
eine Art

”
fast sichere σ-Additivität“ gilt. Für jede Folge (An) paarweise dis-

junkter Mengen aus A ist

P

(
⋃

n

An|F
)

=
∑

n

P (An|F ) P-fast sicher (3.4)

Im Allgemeinen existieren jedoch überabzählbar viele solcher Folgen (An), deren
Ausnahme-Nullmengen in (3.4) voneinander verschieden sein können. Die Ver-
einigung dieser Ausnahmemengen braucht deshalb im Allgemeinen keine Null-
menge mehr zu sein.
Die gestellte Frage lässt sich dennoch in großer Allgemeinheit positiv beantwor-
ten.
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Definition 3.13. Gegeben seien messbare Räume (E,E) sowie (F,F). Eine
Abbildung

K : E × F → R

heißt Markov-Kern von (E,E) nach (F,F), wenn folgendes gilt:

a) ∀A ∈ F : K(·, A) ist eine E-B-messbare Funktion auf E;

b) ∀x ∈ E : K(x, ·) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (F,F).

Satz 3.14. Sei Ω ein vollständiger separabler metrischer Raum (
”
Polnischer

Raum“) versehen mit der Borel-σ-Algebra BΩ. Weiterhin seien P ein Wahr-
scheinlichkeitsmaß auf (Ω,BΩ) und F eine Teil-σ-Algebra von BΩ. Dann exi-
stiert ein Markov-Kern K von (Ω,F) nach (Ω,BΩ) mit

∫

B

K(ω,A) P(dω) = P(A ∩B) (für A ∈ BΩ und B ∈ F). (3.5)

Beweis. Siehe zum Beispiel Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie, Satz 44.3. �

Definition 3.15. Sei F eine Teil-σ-Algebra von A.

a) P( · |F ) heißt bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben F, wenn gilt:

(i) ∀A ∈ A : P(A|F ) ist eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit
von A gegeben F;

(ii) ∀ω ∈ Ω : P( · |F )(ω) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,A).

b) Sei weiter Y eine Zufallsvariable mit Werten in einem messbaren Raum
(E,E).
P( · |Y = y) heißt reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben Y = y (mit
y ∈ E), falls gilt:

(i) ∀A ∈ A : P(A|Y = y) ist eine Version der bedingten Wahrschein-
lichkeit von A gegeben Y = y;

(ii) ∀y ∈ E : P( · |Y = y) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,A).

Die zugehörigen regulären bedingten Erwartungswerte definiert man als Integrale
bezüglich dieser regulären bedingten Wahrscheinlichkeiten: Für X ∈ L1(P) setzt
man

E[Y |F ](ω) :=

∫

Ω

X(ω̃) P(dω̃|F )(ω), für ω ∈ Ω,

und E[X|Y = y](ω) :=

∫

Ω

X(ω̃) P(dω̃|Y = y), für y ∈ E.

Man prüft leicht nach, dass dies tatsächlich (spezielle) Versionen bedingter Er-
wartungswerte sind.
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Satz 3.16.

(i) Seien Ω ein Polnischer Raum, BΩ die Borel-σ-Algebra in Ω und P ein
Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,BΩ). Dann existiert zu jeder Teil-σ-Algebra
F von BΩ eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit P( · |F).

(ii) Sei zusätzlich Y eine Zufallsvariable auf (Ω,BΩ,P) mit Werten in einem
Polnischen Raum (E,BE). Dann existiert eine reguläre bedingte Wahr-
scheinlichkeit P( · |Y = ).

Beweis.

(i) Der Markov-Kern K aus Satz 3.14 besitzt die gewünschten Eigenschaften:
Für alle A ∈ A ist K(·, A) F-messbar und im L1. (3.5) ist dann gleichbe-
deutend damit, dass für alle B ∈ F gilt

E 1lBK(·, A) = E 1lB · 1lA.

Also ist K( · |A) eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit von A ge-
geben F. Ausserdem ist K(ω, ·) ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,BΩ)
für alle ω ∈ Ω.

(ii) Beweisskizze:

Ω̂ := Ω ×E ist polnisch mit BbΩ = BΩ ⊗ BE .

Sei nun π2 : Ω̂ → E mit π2(ω, y) = y die Projektion auf die zweite Koordi-
nate und sei Q das Bild des Maßes P bezüglich der messbaren Abbildung
Ω ∋ ω 7→ (ω, Y (ω)) ∈ Ω̂. Dies ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω̂,BbΩ).
Nach Behauptung a) existiert eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit

Q[ · |π2]. Für jedes Â ∈ BbΩ ist (ω, y) 7→ Q[Â|π2](ω, y)
σ(π2) = {Ω × B : B ∈ BE}-messbar und hängt folglich nicht von ω ab
(selbständig zu untersuchen ist hierbei, warum dies gilt).
Wir definieren

K(y,A) := Q(A×E|π2)(ω, y) (mit y ∈ E und A ∈ BΩ)

und zeigen, dass dies die gewünschte reguläre bedingte Wahrcheinlichkeit
ist.
K(y,A) ist eine σ(π2)-messbare Funktion von (ω, y) und damit BE-messbar
als Funktion von y. Ausserdem ist K(y, ·) ein Wahrscheinlichkeitsmaß für
jedes y ∈ E. Also ist die ZufallsgrößeK(Y,A) σ(Y )-messbar und im L1(P).
Zu jedem B ∈ σ(Y ) existert ein C ∈ BΩ mit B = Y −1(C) und mit Hilfe
des Integraltransformationssatzes (∗) sowie der Definition der bedingten
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Wahrscheinlichkeit (∗∗) gilt

E1lBK(Y,A) =

∫
1lΩ×C(ω, Y (ω)) Q[A ×E|π2](ω, Y (ω)) P(dω)

=
(∗)

∫

bΩ

1lΩ×C(ω̂) Q[A×E|π2](ω̂) Q(dω) (Ω × C ∈ σ(π2))

=
(∗∗)

Q((A×E) ∩ (Ω × C))

= Q(A× C) =
Def. von Q

P(A ∩ Y −1(C))

= P(A ∩B) (für A ∈ BΩ und B ∈ σ(Y )).

Also ist K(·, A) ◦ Y eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit von A
gegeben Y (mit A ∈ BΩ).

�

Satz 3.17. Seien X und Y Zufallsvariablen mit Werten in einem messbaren
Raum (E,E) bzw. (F,F). Weiterhin sei H : E ×F → R eine E⊗F-B-messbare
und beschränkte Funktion. Dann gilt für den regulären bedingten Erwartungswert
E[ · |Y = ] bzw. E[ · |X = ] (falls dieser existiert)

E[H(X,Y )|Y = y] = E[H(X, y)|Y = y] für PY -f.a. y ∈ F (3.6)

und

E[H(X,Y )|Y ] = (E[H(X, y)|Y ])y=Y P-f.s. (3.7)

Beweisidee für (3.7).

1o Die Aussage gilt für H = 1lA×B (für A ∈ E und B ∈ F):
1lB(Y ) E[1lA(X)|Y ] = 1lB(Y ) P[X−1(A)|Y ] ist eine Version des beding-
ten Erwartungswertes von 1lA×B(X,Y ) = 1lA(X) · 1lB(Y ) gegeben Y . Da
P[ · |Y ] eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit ist, gilt für alle y, ω

1lB(y) P[X−1(A)|Y ](ω) = E[1lA(X)1lB(y)|Y ](ω)

und folglich

E[1lA×B(A,Y )|Y ]
f.s.
= (E[1lA×B(X, y)|Y ])y=Y .

2o Die Menge ϑ := {C ∈ E ⊗ F : (3.7) gilt für H = 1lC} ist ein Dynkin-
System und wegen 10 folgt mit dem Hauptsatz über Dynkin-Systeme, dass
ϑ = E ⊗ F ist.

3o Der allgemeine Fall folgt mit der
”
üblichen“ Approximation.

�
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Bemerkung 3.18. Die Beschränktheit von F kann durch F (X,Y ) ∈ L1(P) ersetzt
werden. Dann existiert EH(X, y) im Allgemeinen nur für PY -fast alle y ∈ F und
E[H(X, y)|Y ] muss auf einer Nullmenge durch 0 ergänzt werden (wie beim Satz
von Fubini).

Satz 3.19. Seien X und Y unabhängige Zufallsvariablen mit Werten in einem
messbaren Raum (E,E) bzw. (F,F). Weiterhin sei H(X,Y ) ∈ L1(P). Dann gilt

E[H(X,Y )|Y = y] = E[H(X, y)] für PY -fast alle y ∈ F (3.8)

und

E[H(X,Y )|Y ] = (E[H(X, y)])y=Y P-f.s (3.9)

Beweisidee für (3.9).
Für H = 1lA×B (mit A ∈ E und B ∈ F) gilt

E[H(X,Y )|Y ]
f.s.
= 1lB(Y ) E[1lA(X)|Y ]

f.s.
=

Unabh.
1lB(Y ) E1lA(X)

= (E(1lA(X)1lB(y)))y=Y = (EH(X, y))y=Y .

Die Verallgemeinerung auf
”
beliebige“ H geschieht analog zum Beweis des vor-

herigen Satzes. �





Kapitel 4

Martingale in diskreter Zeit

4.1. Filtration und Stoppzeiten

Sei (Ω,F,P) für diesen Abschnitt ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 4.1. Eine Folge F = (Fn)n∈N0
von Teil-σ-Algebren von F mit

F0 ⊆ F1 ⊆ F2 ⊆ . . . heißt Filtration. Das Tupel (Ω,F,F,P) heißt dann filtrierter
Wahrscheinlichkeitsraum.

Interpretation: Fn enthält die Ereignisse, deren Eintreten (oder Nichteintreten)
durch Beobachtung bis zum Zeitpunkt n festgestellt werden kann (enthält die

”
Information“, die bis zum Zeitpunkt n bekannt ist).

Definition 4.2. Sei (Ω,F, (Fn),P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Folge X = (Xn) von Zufallsvariablen auf (Ω,F,P) heißt dann adaptiert an die
Filtration F = (Fn), falls Xn Fn-messbar ist für alle n ∈ N0.

Ist (Xn) eine Folge von Zufallsvariablen auf (Ω,F,P), so wird durch

FX
n := σ(X0,X1, . . . ,Xn), n ∈ N0,

eine Filtration FX = (FX
n ) definiert. Diese Filtration heißt die von X erzeugte

Filtration (auch kanonische Filtration genannt). Dabei handelt es sich offenbar
um die

”
kleinste“ Filtration, an die X = (Xn) adaptiert ist.

Interpretation: Die Filtration FX
n enthält genau die

”
Information“, die durch

Beobachtung der Folge X bis zum Zeitpunkt n gewonnen werden kann.

Wir definieren N0 := N0 ∪ {∞}.
Definition 4.3. Sei (Ω,F, (Fn),P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Abbildung τ : Ω → N0 heißt Stoppzeit , falls

{τ ≤ n} ∈ Fn für alle n ∈ N0

gilt.
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Interpretation: Stoppzeiten sind nicht vorgreifende zufällige Zeiten. Das heißt,
um zu entscheiden, ob τ bis zum Zeitpunkt n eingetreten ist, genügt es die
zufällige zeitliche Entwicklung bis zum Zeitpunkt n zu kennen.

Beispiel 4.4.

1. Deterministische Zeiten sind Stoppzeiten: τ ≡ m
⇒ {τ ≤ n} = ∅ für n < m und = Ω für n ≥ m.

2. Gegeben seien ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F, (Fn),P), eine
adaptierte Folge (Xn) reeller Zufallsgrößen sowie B ∈ B. Dann ist

τ := inf{n ∈ N0 : Xn ∈ B}

(mit inf ∅ := ∞) eine Stoppzeit:

{τ ≤ n} =
n⋃

k=0

{Xk ∈ B}︸ ︷︷ ︸
∈Fk⊆Fn

∈ Fn ∀n ∈ N0

Man beachte: Kennt man X0(ω), . . . ,Xn(ω), so weiß man, ob τ(ω) ≤ n
ist.
Die Stoppzeit τ heißt Zeit des ersten Erreichens der Menge B (manchmal
auch Zeit des ersten Eintritts in die Menge B).

3. Definiert man wie oben

τ1 := inf{n : Xn ∈ B} und σ1 := inf{n ≥ τ1 : Xn ∈ Bc}

und rekursiv

τm := inf{n ≥ σm−1 : Xn ∈ B} sowie σm := inf{n ≥ τm : Xn ∈ Bc}

so erhält man eine Folge von Stoppzeiten

0 ≤ τ1 ≤ σ1 ≤ τ2 ≤ σ2 ≤ . . .

wobei

τm die Zeit des m-ten Eintritts in die Menge B

und

σm die Zeit des m-ten Austritts aus der Menge B

ist (Übungsaufgabe).

4. Anschaulich ist klar, dass die Zeit τ des letzten Verlassens einer Men-
ge B im Allgemeinen keine Stoppzeit ist: Durch die Beobachtung von
X0,X1, . . . allein lässt sich nicht feststellen, ob B bis zum Zeitpunkt n
das letze Mal verlassen wurde.
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Lemma 4.5. Sind τ1 und τ2 Stoppzeiten bezüglich einer Filtration (Fn), so sind
auch τ1 ∧ τ2, τ1 ∨ τ2 und τ1 + τ2 Fn-Stoppzeiten.

Beweis. Übungsaufgabe. �

Lemma 4.6. Seien (Xn) eine adaptierte Folge (mit Werten in einem gemeinsa-
men messbaren Raum) und τ eine Stoppzeit auf einem filtrierten Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω,F, (Fn),P).

a) Durch
Fτ := {A ∈ F : A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn ∀n ∈ N0}

wird eine Teil-σ-Algebra von F definiert.

b) Ist τ <∞ (das heißt τ(ω) <∞ für alle ω ∈ Ω), so wird durch

Xτ (ω) := Xτ(ω)(ω), mit ω ∈ Ω,

eine Fτ -messbare Zufallsvariable definiert.

Beweis.

a) Sei Ω ∩ {τ ≤ n} ∈ F für alle n, dann ist Ω ∈ Fτ und es folgt aus

A ∈ Fτ ⇒ Ac ∩ {τ ≤ n}
= (A ∩ {τ ≤ n}︸ ︷︷ ︸

∈Fn

)c ∩ {τ ≤ n}︸ ︷︷ ︸
∈Fn

∈ Fn für alle n

⇒ Ac ∈ Fτ und aus

Am ∈ Fτ∀m ⇒ (
⋃

m

Am) ∩ {τ ≤ n}

=
⋃

m

(Am ∩ {τ ≤ n}︸ ︷︷ ︸
∈Fn

) ∈ Fn für alle n

⇒
⋃

m

Am ∈ Fτ .

b) Ist B eine messbare Menge aus dem Bildraum derXn, so folgt für beliebige
n ∈ N0:

{Xτ ∈ B} ∩ {τ ≤ n} =
n⋃

k=0

{Xk ∈ B}︸ ︷︷ ︸
∈Fk⊆Fn

∩{τ = k}︸ ︷︷ ︸
∈Fk⊆Fn

∈ Fn.

�

Die σ-Algebra Fτ heißt σ-Algebra der τ -Vergangenheit. Anschaulich enthält Fτ

alle Informationen über die zufällige zeitliche Entwicklung bis zum zufälligen
Zeitpunkt τ .
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4.2. Martingale

Sei nun (Ω,F, (Fn),P) ein beliebiger filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 4.7.Eine FolgeM = (Mn)n∈N0
reeller Zufallsgrößen heißt Martingal

(bezüglich der Filtration (Fn)), falls gilt:

a) (Mn) ist integrierbar, das heißt Mn ∈ L1(P) für alle n ∈ N0;

b) (Mn) ist (Fn)-adaptiert;

c) E[Mn+1|Fn] = Mn P-fast sicher für alle n ∈ N0.

Gilt in (iii) anstelle der Gleichheit die Ungleichung
”
≥“ (bzw.

”
≤“), so spricht

man von einem Submartingal (bzw. einem Supermartingal).

Man kann ein Martingal als ein
”
gerechtes Spiel“ interpretieren, wobei Mn der

Gewinn des ersten Spielers zum Zeitpunkt n und E[Mn+1|Fn] der mittlere Ge-
winn des ersten Spielers zum Zeitpunkt n bei Kenntnis des Spielverlaufs bis
zum Zeitpunkt n ist.

Beispiel 4.8.

1. Sei (Xn) eine Folge unabhängiger identisch verteilter Zufallsgrößen mit
endlichen Erwartungswerten. Als Filtration betrachten wir die kanonische
Filtration (FX

n )

Sn :=
n∑

k=0

Xn, n ∈ N0. (Irrfahrt auf R mit Sprüngen).

m := EX0 (= EXk für alle k).
Dann gilt bezüglich (FX

n ):

(Sn) ist ein





Martingal, falls m = 0

Submartingal, falls m > 0

Supermartingals, falls m < 0

Beweis. Offensichtlich ist Sn ∈ L1 und σ(X0, . . . ,Xn) = FX
n -messbar (das

heißt an (FX
n ) adaptiert). Wegen Sn+1 = Sn +Xn+1 gilt

E[Sn+1|FX
n ]

f.s.
= E[Sn|FX

n ] + E[Xn+1|FX
n ]

f.s.
= Sn + EXn+1 = Sn +m,

da Sn FX
n -messbar und Xn+1 unabhängig von FX

n ist.
Und daraus folgt die Behauptung. �

2. Sei X = (Xn)n∈N0
eine Markovkette mit Zustandsraum I, einer Anfangs-

verteilung p0 = (p0
i )i∈I sowie einer Übergangsmatrix P = (pij)i,j∈I . Mit

G := P − E bezeichnen wir den Generator der Markovkette (E sei die
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Einheitsmatrix).
Gegeben sei nun eine beschränkte Funktion f : I → R. Dann ist

Mn := f(Xn) −
n−1∑

k=0

Gf(Xk), n ∈ N0, (4.1)

ein (FX
n )-Martingal.

Beweis. Wir beweisen zunächst die folgende Version der Markoveigen-
schaft :

E[f(Xn+1)|FX
n ] =

∑

j∈I

pXn,jf(j) = Pf(Xn). (∗)

Hierzu ist in wesentlichen nur nachzuweisen, dass für alle A ∈ FX
n

E1lAf(Xn+1) = E1lA
∑

j∈I

pXn,jf(j)

gilt. Jede solche Menge A hat die Gestalt

A =
⋃

(i0,...,in)∈B

{X0 = i0, . . . ,Xn = in} für ein B ⊆ In+1.

Nun ist aber auf Grund der Markoveigenschaften

E 1l{X0=i0,...,Xn=in}f(Xn+1)

=
∑

j∈I

P(X0 = i0, . . . ,Xn = in,Xn+1 = j) f(j)

=
∑

j∈I

p0
i0pi0i1 · · · pin−1in

pinj f(j)

=
∑

j∈I

E1l{X0=i0,...,Xn=in}pXn,j f(j)

und die Behauptung folgt hieraus durch Summation über (i0, . . . , in) ∈ B.
Da f beschränkt ist, ist auch Gf beschränkt (Beweis als Übungsaufgabe)
und daher (Mn) integrierbar. Offenbar ist (Mn) an (FX

n ) adaptiert. Bleibt
also zu zeigen, dass für jedes n ∈ N0

E[Mn+1 −Mn|Fn ] = 0 f.s.

gilt. Tatsächlich folgt mit der Markoveigenschaft, dass

E[Mn+1 −Mn|F ] = E[f(Xn+1) − f(Xn) −Gf(Xn)︸ ︷︷ ︸
=Pf(Xn) Fn-mb.

|FX
n ]

= E[f(Xn+1)|Fn ] − Pf(Xn)

= 0.

�
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Ist Gf = 0 (das heißt ist f harmonisch), so folgt aus (4.1), dass (f(Xn))n∈N0

ein FX
n -Martingal ist.

Ist die Markovkette irreduzibel, so gilt auch die Umkehrung (Übungsaufgabe).

Spezialfall: (Xn) sei eine einfache Irrfahrt auf I := Z, das heißt pij = 1
2 für

|j− i| = 1 und pij = 0 sonst. Dann gilt |Xn −Xn−1| = 1 und deshalb (Achtung:
Fallunterscheidung)

f(Xn) − f(Xn−1) =
f(Xn−1 + 1) − f(Xn−1 − 1)

2
(Xn −Xn−1)

+
f(Xn−1 + 1) + f(Xn−1 − 1)

2
− f(Xn−1).

Mit den diskreten Ableitungen

f ′(i) :=
f(i+ 1) − f(i− 1)

2
f ′′(i) := f(i+ 1) − 2f(i) + f(i− 1), i ∈ Z

lässt sich dies wie folgt schreiben:

f(Xn) − f(Xn−1) = f ′(Xn−1)(Xn −Xn−1) +
1

2
f ′′(Xn−1).

Durch Summation folgt hieraus die diskrete Itô-Formel

f(Xn) = f(X0) +
n∑

k=1

f ′(Xk−1)(Xk −Xk−1) +
1

2

n∑

k=1

f ′′(Xk−1) (4.2)

= f(X0) + (F ′ ◦X)n

diskretes stoch. Integral (s.ÜA)

+
1

2

n∑

k=1

F ′′
k

mit F ′
n := f ′(Xn−1) und F ′′

n := f ′′(Xn−1).
Andrerseits haben wir mit der Formel (4.1):

f(Xn) = Mn +
n∑

k=1

Gf(Xk−1). (4.3)

Wegen Gf = 1
2f

′′ findet man durch Vergleich von (4.2) und (4.3)

Mn = f(X0) + (F ′ ◦X)n. (4.4)

Ist (Xn) ein beliebiges Z-wertiges Martingal mit |Xn−Xn−1| = 1 (für alle n), so
gilt die diskrete Itô-Formel (4.2) immer noch, wobei das diskrete stochastische
Integral in (4.4) (und damit auch (Mn)) ein Martingal ist (siehe Übungsaufga-
be).

Im folgenden führen wir einige einfache Eigenschaften von Martingalen an.
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Satz 4.9. Sei (Ω,F, (Fn),P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) X ist ein Submartingal ⇔ −X ist ein Supermartingal;

(ii) Seien X und Y Martingale (Supermartingale) und a, b ∈ R (a, b ≥ 0),
dann ist aX + bY wieder ein Martingal (Supermartingal);

(iii) Sind X und Y Supermartingale, so ist X ∧ Y auch ein Supermartingal;

(iv) Ist Z ∈ L1, so ist
Xn := E[Z|Fn], n ∈ N0,

ein Martingal.

(v) Sei X = (Xn) ein Supermartingal. Existiert eine Folge von Zeitpunkten
Nn → ∞ mit EXNn

≥ EX0 für alle n, so ist X ein Martingal.

Beweis. Übungsaufgabe. �

Satz 4.10. Sei (Xn) ein Martingal und ϕ : R → R eine konvexe Funktion mit
ϕ(Xn) ∈ L1 für alle n. Dann ist (ϕ(Xn)) ein Submartingal.

Beweis. (ϕ(Xn)) ist integrierbar und adaptiert. Die Jensensche Ungleichung
liefert

E[ϕ(Xn+1)|Fn]
f.s.
≥ ϕ(E[Xn+1|Fn])

f.s.
= ϕ(Xn).

�

4.3. Doob-Zerlegung und quadratische Variation

Für diesen Abschnitt sei (Ω,F, (Fn),P) ein beliebiger filtrierter Wahrscheinlich-
keitsraum.

Definition 4.11. Eine Folge (Xn)n∈N0
von Zufallsvariablen heißt previsibel

(vorhersehbar), falls X0 konstant und

Xn Fn−1-messbar ist für alle n ∈ N.

Satz 4.12. (Doob-Zerlegung)
Sei X eine adaptierte integrierbare Folge. Dann existiert eine fast sicher ein-
deutige Zerlegung

X = M +A,

wobei M ein Martingal und A eine previsible Folge mit A0 = 0 ist. Ist X ein
Submartingal, so ist die Folge A fast sicher nichtfallend.
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Beweis.

1o Existenz:

Mn := X0 +
n∑

k=1

(Xk − E[Xk|Fk−1])

und An :=
n∑

k=1

(E[Xk|Fk−1] −Xk−1)

ist die gewünschte Zerlegung. Tatsächlich gilt

Mn + An = Xn,

mit Mn und An ∈ L1, wobei Mn Fn-messbar, An Fn−1-messbar sowie
A0 = 0 ist.
Bleibt zu zeigen, dass M ein Martingal ist:

E[Mn+1 −Mn|Fn] = E[Xn+1 − E[Xn+1|Fn]︸ ︷︷ ︸
Fn-mb.

|Fn]

= E[Xn+1|Fn] − E[Xn+1|Fn] = 0 fast sicher.

2o Eindeutigkeit: Seien X = M +A = M̃ + Ã zwei solche Zerlegungen. Dann
ist M̂ := M − M̃ = Ã − A gleichzeitig ein Martingal und previsibel, das
heißt

M̂n = E[M̂n+1|Fn] =
previsibel

M̂n+1 f.s.

Also ist M̂n = M̂0 = 0 fast sicher, woraus M = M̃ fast sicher und A = Ã
folgt.

3o Ist X ein Submartingal, das heißt E[Xk|Fk−1] − Xk−1 ≥ 0, so folgt aus
der obigen Darstellung von A, dass die Folge A fast sicher nichtfallend ist.

�

Ist M = (Mn)n∈N0
ein quadratisch integrierbares Martingal (das heißt Mn ∈

L2(P), für alle n), so ist (M2
n) ein Submartingal (da ϕ(x) = x2 konvex ist, siehe

Satz 4.10). Also besitzt (M2
n) eine Doob-Zerlegung

M2
n = Nn +An (4.5)

mit einem MartingalN und einer nichtfallenden previsiblen FolgeA, mit A0 = 0.

Definition 4.13. Die Folge A in (4.5) heißt quadratische Variation des qua-
dratisch integrierbaren Martingals M und wird mit 〈M〉 bezeichnet (das heißt
〈M〉n := An, mit n ∈ N0).
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Beispiel 4.14.

1. Sei X = (Xn)n∈N eine einfache symmetrische Irrfahrt auf Z mit X0 = 0.
Dann ist X ein Martingal bezüglich der kanonischen Filtration (FX

n ) (als
Summe unabhängiger Zufallsgrößen mit Erwartungswert 0). Also ist |X|
ein Submartingal (da ϕ(x) = |x| konvex ist) und besitzt somit eine Doob-
Zerlegung

|X| = M + A

mit einer nichtfallenden previsiblen folge A = (An). Wegen

|Xn+1| − |Xn| = −1lXn<0(Xn+1 −Xn) + 1lXn=0 + 1lXn>0(Xn+1 −Xn)

folgt
An+1 − An = E[|Xn+1| − |X|n|FX

n ] = 1lXn=0,

das heißt

An =
n−1∑

k=0

δ0(Xk) Lokalzeit von X in 0.

Bemerkung: |X| ist symmetrische Irrfahrt auf N0 mit Reflektion in 0.

2. Im Beispiel 4.8.2 wurden eine Markovkette (Xn) auf I, eine beschränkte
Funktion f : I → R und ein Generator G := P − I betrachtet. Dort haben
wir bereits die Doob-Zerlegung von (f(Xn)) (bezüglich (FX

n )) erhalten:

f(Xn) = Mn +An

mit der previsiblen Folge

An =
n−1∑

k=0

Gf(Xk).

Da M quadratisch integrierbar ist (jedes Mn ist beschränkt), existiert die
quadratische Variation 〈M〉. Diese ist gegeben durch

〈M〉n =
n−1∑

k=0

(Pf2 − (Pf)2︸ ︷︷ ︸
≥0

)(Xk).

Zum Beweis ist zu zeigen, dass

Nn := M2
n −

n−1∑

k=0

(Pf2 − (Pf)2(Xk)

ein Martingal ist, das heißt

E[M2
n+1 −M2

n|FX
n ] = (Pf2 − (Pf)2)(Xk).
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Nun gilt tatsächlich mit der Markoveigenschaft

E[M2
n+1 −M2

n|FX
n ] = E[(Mn+1 −Mn)2|FX

n ]

= E[(f(Xn+1) − Pf(Xn))2|FX
n ]

= E[f2(Xn+1)|FX
n ] − 2Pf(Xn) E[f(Xn+1)|FX

n ]

+(Pf)2(Xn)

= (Pf2 − (Pf)2)(Xn).

4.4. Martingale und Stoppzeiten

Lemma 4.15. Seien X ein Martingal und τ eine Stoppzeit mit τ ≤ T für ein
T ∈ N0. Dann gilt

E[XT |Fτ ] = Xτ fast sicher

und insbesondere EXT = EXτ .

Beweis. Da Xτ Fτ -messbar und integrierbar ( |Xτ | ≤ |X0|+ . . . ) ist, bleibt nur
zu zeigen

E1lAXT = E1lAXτ für alle A ∈ Fτ .

Sei also A ∈ Fτ . Dann ist

E1lAXT =
T∑

n=0

E1lA ∩ {τ = n}︸ ︷︷ ︸
Fn-mb.

XT .

Mit der Martingaleigenschaft von X ist dann

T∑

n=0

E1lA∩{τ=n}XT =
T∑

n=0

E(E[1lA∩{τ=n}XT |Fn])

=
T∑

n=0

E1lA∩{τ=n}Xn

= E

T∑

n=0

E1lA∩{τ=n}Xτ

= E1lAXτ .

�

Satz 4.16. [Optional Sampling Theorem]
Seien X ein Submartingal und σ sowie τ Stoppzeiten mit σ ≤ τ .

(i) Ist τ ≤ T für ein T ∈ N0, so gilt

E[Xτ |Fσ] ≤ Xσ fast sicher

und insbesondere EXτ ≤ EXσ. Ist X ein Martingal, so gilt jeweils Gleich-
heit.
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(ii) Ist X nichtnegativ und τ <∞, so gilt EXτ ≤ EXσ ≤ EX0 <∞ und

E[Xτ |Fσ] ≤ Xσ fast sicher.

Beweis.

(i) X besitzt eine Doob-Zerlegung X = M + A mit einer nichtwachsenden
previsiblen Folge A. Deshalb gilt

E[Xτ |Fσ] = E[Mτ |Fσ] + E[Aτ |Fσ]

Nun gilt nach Lemma 4.15 (∗) und mit der Turmeigenschaft

E[Mτ |Fσ] =
(∗)

E[ E[MT |Fτ ] |Fσ] = E[MT |Fσ] =
(∗)

Mσ

und
E[Aτ |Fσ] ≤ E[Aσ|Fσ] = Aσ,

da A nichtwachsend und previsibel (also auch adaptiert) ist.
Hieraus folgt E[Xτ |Fσ] ≤ Xσ und Gleichheit im Falle eines Martingals.

(ii) Folgt aus (i) für die beschränkten Stoppzeiten σm := σ∧m und τn := τ∧n
nach Grenzübergang n → ∞, m → ∞ unter Verwendung von Konver-
genzsätzen für bedingte Erwartungen (Lemma von Fatou, Satz von Le-
besque). (Übungsaufgabe)

�

Folgerung 4.17.

Ist X ein Martingal (Submartingal) und ist 0 ≤ τ0 ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ . . . eine Folge
von beschränkten Stoppzeiten (das heißt τn ≤ Tn für ein Tn ∈ N0 (n ∈ N0) ),
so ist (Xτn

)n∈N0
ein Martingal (Submartingal) bezüglich der Filtration (Fτn

).

Bemerkung 4.18. Ohne die Beschränktheit der Stoppzeiten sind die Aussagen
in Satz 4.16a) und die Folgerung 4.17 im Allgemeinen falsch. (Ohne Beweis)

Satz 4.19. (Optional Stopping) Seien X ein Martingal (Submartingal) bezüglich
einer Filtration F = (Fn) und τ eine F-Stoppzeit. Dann ist die gestoppte Folge
Xτ ein Martingal (Submartingal) sowohl bezüglich der Filtration F als auch
bezüglich der Filtration Fτ = (Fτ

n) mit Fτ
n := Fn∧τ .

Beweis. (für Submartingale) Folgerung 4.17 liefert sofort, dass Xτ ein Submar-
tingal bezüglich F ist. Insbesondere gilt

E[X(n+1)∧τ |Fn∧τ ] ≥ Xn∧τ f.s.

Außerdem ist Xn∧τ ∈ L1 und Fn-messbar (da Fn∧τ ⊆ Fn). Um zu zeigen, dass
Xτ ein Submartingal bezüglich F ist, bleibt zu zeigen, dass

E[X(n+1)∧τ |Fn] ≥ Xn∧τ f.s.
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Wegen
X(n+1)∧τ = 1lτ≤nXτ∧n︸ ︷︷ ︸

Fn-mb.

+ 1lτ>n︸ ︷︷ ︸
Fn-mb.

Xn+1

erhalten wir

E[X(n+1)∧τ |Fn] = 1lτ≤nXτ + 1lτ>n E[Xn+1|Fn]︸ ︷︷ ︸
≥ Xn (Submartingal)

≥ 1lτ≤nXτ + 1lτ>nXn = Xn∧τ f.s.

�

Beispiel 4.20. (Ruin eines Spielers)Sei (Xn) eine einfache symmetrische Irrfahrt
mit X0 = x (Startkapital des ersten Spielers) und 0 ≤ x ≤ N (N − x ist das
Startkapital des zweiten Spielers)

Stoppzeiten

{
σ := inf{n : Xn = 0} Ruin des ersten Spielers

τ := inf{n : Xn = N} Ruin des zweiten Spielers

Es gilt σ <∞ und τ <∞ fast sicher (ohne Beweis).
Man berechne P(σ < τ) (der erste Spieler ist vor dem zweiten Spieler bankrott).
Da (Xn) ein Martingal ist, gilt für jedes T ∈ N mit Hilfe des Optional Samplings
(∗)

x = EX0 =
(∗)

EX(σ∧τ)∧T

= E


1lσ<τ≤T Xσ︸︷︷︸

=0

+1lτ<σ≤T Xτ︸︷︷︸
=N

+1l(σ∧τ)>TXT




= N P(τ < σ ≤ T ) + E1l(σ∧τ)>TXT

−→
T↑∞

N P(τ < σ) + 0

= N P(τ < σ),

da 0 ≤ XT ≤ N auf {σ ∧ τ > T}, das heißt

P(τ < σ) =
x

N
und P(σ < τ) =

N − x

N
.

Zur Abschwächung der Beschränktheit der Stoppzeiten in den obigen Aussagen
benötigen wir die folgende Definition.

Definition 4.21. Eine Folge (Xn) von Zufallsgrößen heißt gleichgradig inte-
grierbar (uniform integrierbar), falls zu jedem ε > 0 eine Zufallsgröße Y ∈ L1(P)
existiert mit

sup
n

E1l|Xn|≥Y |Xn| < ε.
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Ist
sup

n
E|Xn|p <∞ für ein p > 1,

so ist (Xn) gleichgradig integrierbar, da

sup
n

E1l|Xn|>c|Xn| ≤
1

cp−1
sup

n
E|Xn|p → 0 für c ↑ ∞ gilt.

Satz 4.22. (Ohne Beweis)
Ist X = (Xn) ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und sind σ und τ
endliche Stoppzeiten mit σ ≤ τ , so gilt Xσ und Xτ ∈ L1 und

E[Xτ |Fσ] ≤ Xσ f.s.

Ist X ein Martingal, so gilt die Gleichheit.

4.5. Doobsche Ungleichungen

Für eine beliebige Folge (Xn) von Zufallsgrößen schreiben wir

X∗
n := max

k≤n
Xk (mit n ∈ N0).

Lemma 4.23. Sei X ein Submartingal. Dann gilt für beliebige λ > 0

λP(X∗
n ≥ λ) ≤ E(1lX∗

n≥λXn) ≤ E(1lX∗
n≥λ|Xn|),

Beweis. Wir betrachten die Stoppzeit τ = inf{n : Xn ≥ λ}. Dann ist

{τ ≤ n} = {X∗
n ≥ λ}.

Das Optional Sampling Theorem liefert uns

EXn ≥ X(τ∧n) = E(1lτ≤nXτ + 1lτ>nXn)

und folglich
E(1lτ≤nXn) ≥ E(1lτ≤n Xτ︸︷︷︸

≥λ

) ≥ λP(τ ≤ n),

das heißt
E(1lX∗

n≥λXn) ≥ λP(X∗
n ≥ λ).

�

Satz 4.24. (Doobsche Ungleichungen)
Sei X ein Martingal oder ein nicht- negatives Submartingal.

(i) Für p ≥ 1 und λ > 0 gilt

P(|X|∗n ≥ λ) ≤ 1

λp
E|Xn|p. (4.6)
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(ii) Für p > 1 gilt

E(|X|∗n)p ≤
(

p

p− 1

)p

E|Xn|p.

Beweis.

(i) ϕ(x) = |x|p (für p ≥ 1) ist konvex. Für c > 0 setzen wir ϕc(x) = ϕ(x)
für |x| ≤ c, ϕc(x) = ϕ(c) + ϕ′(c)(x − c) für x > c und ϕc(x) = ϕ(−c) +
ϕ′(−c)(x + c) für x < −c. Das heißt ϕc entsteht aus ϕ durch Linearisie-
rung ausserhalb des Intervalls [−c, c]. Dann ist ϕc ebenfalls konvex und
(ϕc(Xn)) ist ein Submartingal nach Satz 4.10. Der Beweis dieses Satzes
funktioniert auch für nichtnegative Submartingale, da ϕc auf [0,∞) nicht-
fallend ist. Der Erwartungswert eines Submartingals ist aber nichtfallend,
das heißt

Eϕc(Xk) ≤ Eϕc(Xk+1) (für k ∈ N0).

Durch einen monotonen Grenzübergang für c ↑ ∞ folgt

ϕc(x) ↑ ϕ(x) = |x|p

und deshalb

E|Xk|p ≤ E|Xk|p+1.

Zum Beweis der Ungleichung (4.6) sei n ∈ N beliebig fixiert und o.B.d.A.
E|Xn|p <∞. Dann ist nach obigem die (endliche) Folge (|Xk|p)k∈{0,1,...,n}
integrierbar. Da ϕ(x) = xp konvex und auf [0,∞) nichtfallend ist, han-
delt es sich um ein Submartingal auf der Zeitmenge {0, 1, . . . , n}. Deshalb
erhalten wir

P(|X|∗n ≥ λ) = P((|X|p)∗n ≥ λp) ≤ 1

λp
E|Xn|p

nach Lemma 4.23 auf {0, 1, . . . , n}.

(ii) Sei K > 0 beliebig. Dann ist E(|X|∗n ∧ K)p < ∞ und wir erhalten mit
dem Satz von Fubini (∗), dem Lemma 4.23 (∗∗) und der Hölderschen
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Ungleichung (∗ ∗ ∗)

E(|X|∗n ∧K)p = E

|X|∗n∧K∫

0

pλp−1 dλ = E

K∫

0

pλp−11l|X|∗n≥λ dλ

=
(∗)

K∫

0

pλp−1P(|X|∗n ≥ λ) dλ

≤
(∗∗)

K∫

0

pλp−2E(1l|X|∗n≥λ|Xn|) dλ

=
(∗)

pE

(
|Xn|

∫ K

0

λp−21l|X|∗n≥λ dλ

)

= pE


|Xn|

|X|∗n∧K∫

0

λp−2 dλ




=
p

p− 1
E(|Xn|(|X|∗n ∧K)p−1)

≤
(∗∗∗)

p

p− 1
(E|Xn|p)1/p

(
E(|X|∗n ∧K)(p−1)q

)1/q

Wegen 1
p + 1

q = 1 ist dabei (p− 1)q = p und 1
q = 1 − 1

p , und wir erhalten

E(|X|∗n ∧K)p ≤ p

p− 1
(E|Xn|p)1/p

(E(|X|∗n ∧K)p)
1−1/p

.

Lösen wir diese Ungleichung nach E(|X|∗n ∧K)p auf (was auf Grund der
Endlichkeit dieses Ausdrucks möglich ist), so erhalten wir

E(|X|∗n ∧K)p ≤
(

p

p− 1

)p

E|Xn|p.

Durch den monotonen Grenzübergang fürK ↑ ∞ folgt nun die gewünschte
Ungleichung.

�
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Seien nun (Ω,F, (Fn),P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und F∞ :=
∞∨

n=1
Fn.

Außerdem sei (Xn)n∈N0
eine adaptierte Folge von Zufallsgrößen.
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Seien a < b beliebig, aber fest.
Wir definieren Stoppzeiten 0 := τ0 ≤ σ1 ≤ τ1 ≤ σ2 ≤ τ2 ≤ . . . wie folgt:

σk := inf{n ≥ τk−1 : Xn ≤ a},
τk := inf{n ≥ σk : Xn ≥ b} (k ∈ N).

b

a

0
211 2

(τk−1, σk]
”
Abkreuzung“

(σk, τk]
”
Aufkreuzung“

Sei weiter definiert Ua,b
n := sup{k ∈ N0 : τk ≤ n} als die Anzahl der bis zum

Zeitpunkt n vollendeten Aufkreuzungen.

Lemma 4.25. (Upcrossing-Lemma) Ist (Xn)n∈N0
ein Submartingal, so gilt

EUa,b
n ≤ E(Xn − a)+ − E(X0 − a)+

b− a
, n ∈ N0.

Beweis. Wir beginnen mit einigen Vorbetrachtungen.

Sei Hn :=
∞∑

k=1

1lσk<n≤τk
=

{
1

0
n befindet sich in

{
Aufkreuzungsschleife

Abkreuzungsschleife.

Hn ist previsibel, denn H0 = 0 und

{σk < n ≤ τk} = {σk ≤ n− 1} ∩ {τk ≤ n− 1}c ∈ Fn−1.

Yn := Xn ∨ a ist ein Submartingal als Maximum zweier Submartingale (ver-
gleiche dazu Satz 4.9 (iii)). Dann ist wegen 1 −Hn ≥ 0 auch das stochastische
Integral

((1 −H) ◦ Y )n =
n∑

k=1

(1 −Hk)(Yk − Yk−1)
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ein in 0 startendes Submartingal (Übungsaufgabe) und insbesondere

E((1 −H) ◦ Y )n ≥ 0.

Andererseits ist

(H ◦ Y )n =
n∑

k=1

Hk(Yk − Yk−1)

≥
Ua,b

n∑

l=1

τl∑

k=σl+1

(Yk − Yk−1) =

Ua,b
n∑

l=1

(Yτl
− Yσl

)

≥ (b− a)Ua,b
n .

Dabei wurde verwendet, dass für σl < j ≤ τl gilt

j∑

k=σl+1

(Yk − Yk−1) = Yj − Yσl
= (Xj ∨ a) − a ≥ 0

und

Yτl
− Yσl

= (Xτl︸︷︷︸
≥b

∨a) − (Xσl︸︷︷︸
≤a

∨a) ≥ b− a.

Zusammenfassend erhalten wir

E(Xn − a)+ − E(X0 − a)+ = E(Yn − Y0)

= E(H ◦ Y )n + E((1 −H) ◦ Y )n

≥ E(H ◦ Y )n

≥ (b− a)EUa,b
n .

�

Satz 4.26. (Martingalkonvergenzsatz)
Sei (Xn)n∈N0

ein Submartingal mit sup
n

EX+
n <∞. Dann existiert eine

F∞-messbare Zufallsgröße X∞, für die gilt X∞ ∈ L1(P) und

Xn → X∞ fast sicher

Beweis. Für a < b gilt

Ua,b
n ↑ Ua,b Gesamtzahl der Aufkreuzungen des Intervalls [a, b]

Das Upcrossing-Lemma liefert ((x− a)+ ≤ |a| + x+)

EUa,b
n ≤ 1

b− a
(|a| + EX+

n ),
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weshalb durch monotonen Grenzübergang

EUa,b ≤ 1

b− a

(
|a| + sup

n
EX+

n

)
<∞

folgt. Insbesondere ist P(Ua,b <∞) = 1.
Also ist

{Xn konvergiert nicht} = {lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn} =
⋃

a,b∈Q

a < b

{Ua,b = ∞}

als abzählbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge. Also exi-
stiert eine R-wertige Zufallsgröße X∞ mit

Xn → X∞ fast sicher

Da alle Xn F∞-messbar sind, kann X∞ F∞-messbar gewählt werden. Bleibt
X∞ ∈ L1(P) zu zeigen. Mit dem Lemma von Fatou erhalten wir

EX+
∞ ≤ lim inf

n→∞
EX+

n ≤ sup
n

EX+
n <∞

und da Xn ein Submartingal ist

EX−
∞ ≤ lim inf

n→∞
EX−

n = lim inf
n→∞


EX+

n − EXn︸︷︷︸
≥EX0




≤ sup
n

EX+
n − EX0 <∞.

�

Folgerung 4.27. Ist (Xn) ein nichtnegatives Supermartingal, so existiert eine
nichtnegative F∞-messbare Zufallsgröße X∞ mit

Xn → X∞ fast sicher und EX∞ ≤ EX0.

Satz 4.28. (Ohne Beweis) Ist (Xn) ein gleichgradig integrierbares Martingal
(Sub-,Supermartingal), so existiert eine F∞-messbare Zufallsgröße X∞ ∈ L1

mit
Xn → X∞ fast sicher und in L1(P).

Außerdem gilt
Xn = E[X∞|Fn] fast sicher (n ∈ N),

falls X ein Martingal ist (
”
≤“ für Submartingale,

”
≥“ für Supermartingale).

Bemerkung 4.29.

1. Ist Z ∈ L1(P), so ist die Folge Zn = E[Z|Fn] gleichgradig integrierbar.



4.6. Martingalkonvergenzsätze 67

2. Für eine beliebige Zufallsgröße Z ∈ L1(P) gilt

E[Z|Fn] −→
n→∞

E[Z|F∞] fast sicher und in L1.

Satz 4.30. (Konvergenzsatz für Rückwärtsmartingale)(Ohne Beweis) Sei
(Xn)n∈−N0

ein Martingal bezüglich einer Filtration (Fn)n∈−N0
. Dann gilt

Xn → E[X0|F−∞] fast sicher und in L1

mit
F−∞ :=

⋂

n∈−N0

Fn.

Bemerkung 4.31. Aus der Martingaleigenschaft folgt sofort

Xn = E[X0|Fn] für n < 0.

Zu zeigen bleibt, dass dieser bedingte Erwartungswert in geeignetem Sinne gegen
E[X0|F−∞] konvergiert.





Kapitel 5

Stochastische Prozesse

5.1. Definition und Verteilung

Ein weiteres wichtiges Thema sind stochastische Prozesse, worauf wir in diesem
Kapitel näher eingehen wollen. Ein stochastischer Prozess ist ein stochastisches
Modell für einen zufälligen Zeitablauf oder eine zufällige Bewegung. Jedem Zeit-
punkt wird hierbei eine Zufallsvariable zugeordnet (z.B. Temperatur, Ort, Ak-
tienkurs, ...).
Seien nun zur weiteren Betrachtung der Prozesstheorie ein Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,F,P), ein messbarer Raum (E,E) und eine nichtleere Indexmenge I
gegeben.

Definition 5.1. Eine Familie X =(Xt)t∈I von (E,E)-wertigen Zufallsvariablen
auf (Ω,F, P ) heißt stochastischer Prozess.

Dabei bezeichnet (E,E) den Zustandsraum und I die Zeitmenge (Indexmenge)
des stochastischen Prozesses X.

Des weiteren können wir festhalten:

∀ t ∈ I : ω 7−→ Xt(ω) Die Abbildung ist eine (E,E)-wertige Zu-
fallsvariable

∀ ω ∈ Ω : t 7−→ Xt(ω) Die Abbildung ist der Pfad, die Trajekto-
rie des Prozesses im Zustandsraum E

I={1, . . . , n} endliche Menge X = (X1, . . . ,Xn) ist ein n-dimensionaler
Zufallsvektor

I = N X = (Xn) ist eine zufällige Folge

I = N, N0, Z, . . . Prozess in diskreter Zeit

I = R, R+, [0, T ] Prozess in stetiger (kontinuierlicher) Zeit
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I ⊆ Zd, Rd zufälliges Feld (
”
mehrdimensionale Zeit“)

(E,E) = (R, B) reellwertiger Prozess

(E,E) = (Rd, Bd) d-dimensionaler Prozess

Ein stochastischer Prozess X = (Xt)t∈I kann als eine Zufallsvariable X an-
gesehen werden:

Ω ∋ ω 7−→ X(ω) = (Xt(ω))t∈I ∈ EI

mit

EI := Menge aller Abbildungen I −→ E

= Menge aller Familien (Xt)t∈I mit Xt ∈ E für alle t ∈ I.

Dazu definitiert man sich eine σ-Algebra EI , so dass X eine (EI ,EI)-wertige
Zufallsvariable wird:

πt : EI −→ E Diese Abbildung ist die Projektion

(xs)s∈I 7−→ xt auf die t-te Koordinate

EI :=σ(πt; t ∈ I) ist hierbei die kleinste σ-Algebra auf EI , bezüglich der alle
Projektionen πt, t ∈ I, messbar sind.

Bemerkung 5.2.

1. Die σ-Algebra E wird von Mengen der Gestalt

π−1
t1 (At1) ∩ · · · ∩ π−1

tn
(Atn

) = ×
t∈I
At

mit At := E für t /∈ {t1, . . . , tn} , (t1, . . . , tn) ∈ I und At1 , . . . , Atn
∈ E

erzeugt.

2. Ist I = {1, . . . , n} endlich, so gilt insbesondere

EI = E ⊗ · · · ⊗ E (n-mal)

Das bedeutet bei EI handelt es sich um eine Verallgemeinerung des Begriffs
der Produkt-σ-Algebra auf unendlich viele Faktoren.

Bemerkung 5.3.Sei X = (Xt)t∈I eine Familie von Abbildungen mitXt : Ω −→ E.
Dann gilt:

X ist ein stochastischer Prozess genau dann, wenn X eine (EI ,EI)-wertige
Zufallsvariable ist.
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Beweis. Es gilt Xt = πt ◦ X.

”
=⇒“:

Die Mengen π−1
t (A) (t ∈ I,A ∈ E) bilden ein Erzeugendensystem von EI .

DaXt F−E-messbar ist, gilt dann X−1(π−1
t (A)) = (πt◦X)−1(A) = X−1

t (A) ∈ F.
Also ist X F-EI -messbar.

”
⇐=“:

Für jedes t ist Xt = πt ◦ X : (Ω,F)
X−→ (EI ,EI)

πt−→ (E,E) als Komposition
messbarer Abbildungen wieder messbar, das heißt eine Zufallsvariable. �

Definition 5.4. Das Bildmaß PX = P ◦ X−1 auf (EI ,EI) heißt (unendlichdi-
mensionale) Verteilung des stochastischen Prozesses X.

Behauptung 5.5. (ohne Beweis) (Kanonisches Modell eines stochastischen
Prozesses X).
Sei X = (Xt)t∈I ein stochastischer Prozess mit Zustandsraum (E,E). Dann
stimmt die Verteilung von X mit der Verteilung des auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (EI ,EI ,PX) gegebenen stochastischen Prozesses π = (πt)t∈I überein.

Bemerkung 5.6. Da man sich in der Regel nur für die Verteilungseigenschaften
stochastischer Prozesse interessiert, nimmt man deshalb oft an, dass der Prozess
in

”
kanonischer Form“ π = (πt)t∈I auf (EI ,EI ,PX) gegeben ist.

Da die unendlich-dimensionale Verteilung eines stochastischen Prozesses meist
nicht explizit angegeben werden kann, versucht man sie durch sogenannte endlich-
dimensionale Verteilungen zu charakterisieren.
Wenn also J ⊆ I eine (nichtleere) endliche Teilmenge der Indexmenge I ist,
dann ist

πJ : EI −→ EJ eine endlich-dimensionale Projektion

(xt)t∈I 7−→ (xt)t∈J

Sind J und K zwei endliche Teilmengen von I mit J ⊆ K, so definieren wir
entsprechend die Projektion

πK
J : EK −→ EJ .

Wir schreiben πK
J für J = {t} , t ∈ K. Dann ist πJ EI -EJ -messbar.

(EJ wird von Mengen der Gestalt (πJ
t )−1(A) (t ∈ J,A ∈ E) erzeugt und es

gilt π−1
J ((πJ

t )−1(A)) = (πJ
t ◦ πJ)−1(A) = π−1

t (A) ∈ EI .) Entsprechend ist πK
J

auch EK-EJ -messbar.
Mit PX bezeichnen wir die Verteilung von XJ = (Xt)t∈J auf dem messbaren
Raum (EJ ,EJ ).

Definition 5.7. Die Wahrscheinlichkeitsmaße PXJ
, wobei J alle endlichen Teil-

mengen von I durchläuft, heißen endlich-dimensionale Verteilungen des Prozes-
ses X.
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Behauptung 5.8. Sei X = (Xt)t∈I ein stochastischer Prozess mit Zustands-
raum (E,E).

(a) Für jede endliche Teilmenge J von I gilt

PXJ
= PX ◦ π−1

J . (5.1)

(b) Für je zwei endliche Teilmengen J und K von I mit J ⊆ K gilt

PXJ
= PXK

◦ (πK
J )−1. (5.2)

Beweis.

(a) Wegen XJ = πJ ◦ X ist PXJ
= P ◦ X−1

J = (P ◦ X−1) ◦ π−1
J = PX ◦ π−1

J

(b) Wegen XJ = πK
J ◦ XK folgt die Behauptung analog zu (i).

�

Die unendlich-dimensionale Verteilung eines stochastischen Prozesses bestimmt
via (5.1) die endlich-dimensionalen Verteilungen eindeutig, und diese müssen
die Kolmogorovsche Verträglichkeitsbedingung (Kompatibilitätsbedingung) (5.2)
erfüllen.
Umgekehrt bestimmen aber auch die endlich-dimensionalen Verteilungen die
unendlich-dimensionale Verteilung eindeutig.

Behauptung 5.9. Für jedes endliche J ⊆ I sei ein Wahrscheinlichkeitsmaß
PJ auf (EI ,EI) gegeben. Dann existiert höchstens ein Wahrscheinlichkeitsmaß
P auf (EI ,EI) mit

PJ = P ◦ π−1
J für alle endlichen J ⊆ I.

Beweis. Wir benutzen, dass das Wahrscheinlichkeitsmaß P durch seine Werte
auf einem ∩-stabilen Erzeuger der σ-Algebra EI eindeutig festgelegt ist.
Wir zeigen zunächst, dass die Mengen der Gestalt

π−1
J (A) (J ⊆ I endlich, A ∈ EI)

einen ∩-stabilen Erzeuger von EI bilden. Da diese Mengen auf einpunktigen J
nach Definition EI erzeugen und diese Mengen (wegen der Messbarkeit von πJ)
alle zu EI gehören, erzeugen sie diese σ-Algebra. Um die Durchschnittsstabilität
zu zeigen, seien J,K ⊆ I endlich und A ∈ EI , B ∈ EK . Es ist zu zeigen, dass
ein endliches L ⊆ I und ein C ∈ EL existiert mit

π−1
J (A) ∩ π−1

K (B) = π−1
L (C)

Setzen wir L := J ∪K, Ã := (πL
J )−1(A), B̃ := (πL

K)−1(B) so ist die Beziehung

für C := Ã ∩ B̃ erfüllt. Aber die Werte von P auf dem obigen Erzeuger sind
durch die Maße PJ eindeutig festgelegt:

P(π−1
J (A)) = (P ◦ π−1

J )(A) = PJ(A).

�
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5.2. Konstruktion stochastischer Prozesse

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschäftigen, ob man zu vorge-
gebenen Verteilungen PJ auf (EJ ,EJ ), mit J ⊆ I endlich, einen stochastischen
Prozess

”
konstruieren“ kann, dessen endlich-dimensionale Verteilungen mit den

PJ übereinstimmen.

Satz 5.10. (Kolmogorov)
Sei E ein vollständiger separabler metrischer Raum (

”
Polnischer Raum“) verse-

hen mit der σ-Algebra E der Borelmengen. Weiterhin sei I eine beliebige nicht-
leere Indexmenge. Für jede endliche Menge J ⊆ I sei ein Wahrscheinlichkeits-
maß PJ auf (EJ ,EJ ) derart gegeben, dass die Kolmogorovsche Verträglichkeits-
bedingung (Kompatibilitätsbedingung)

PJ = PK ◦ (πK
J )−1 für J ⊆ K ⊆ I, J,K endlich,

erfüllt ist. Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (EI ,EI) mit

PJ = P ◦ π−1
J für endliches J ⊆ I.

Folgerung 5.11. Unter den Vorrausetzungen des Satzes von Kolmogorov ist der
kanonische Prozess π = (πt)t∈I auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (EI ,EI ,P),
ein stochastischer Prozess, dessen endlich dimensionale Verteilungen mit den
PJ , J ⊆ I endlich, übereinstimmen.

Beweis. Die endlich-dimensionale Verteilung von π = (πt)t∈I bezüglich der end-
lichen Indexmenge J ⊆ I ist nach Definition die Verteilung der (EJ ,EJ )-wertigen
Zufallsvariablen πJ = (πt)t∈I auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (EI ,EI ,P), das
heißt P ◦ π−1

J . �

Beweis. (Satz 5.10) Die Eindeutigkeit von P wurde in Behauptung 5.8 gezeigt.
Zum Beweis der Existenz benutzen wir den Fortsetzungssatz von Carathéodory
(Satz 1.14).

1o Für jedes endliche J ⊆ I ist ZJ := π−1
J (EJ ) eine Teil-σ-Algebra von EI

nämlich die σ-Algebra der J-Zylinder. Es gilt

ZJ ⊆ ZK für J ⊆ K endlich. (5.3)

(Für jedes B ∈ EJ ist π−1
J (B) = π−1

K ((πK
J )−1(B)).)

Deshalb ist

Z :=
⋃

J endlich

ZJ eine Algebra (Algebra der Zylindermengen).

Diese Algebra erzeugt die σ-Algebra EI :

EI = σ(Z).
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2o Wir definieren P zunächst auf der Algebra Z und zeigen, dass diese Men-
genfunktion endlich-additiv ist. Wir setzen

P(π−1
J (A)) := PJ(A) (J ⊆ I endlich, A ∈ EJ ).

Auf Grund der Verträglichkeitsbedingung (∗) ist P tatsächlich wohldefi-
niert. Seien nun J,K ⊆ I endlich, A ∈ EJ , B ∈ EK . Dann gilt

π−1
J (A) = π−1

K (B) ⇒ (πJ∪K
J )−1(A) = (πJ∪K

K )−1(B)

⇒ PJ(A) =
(∗)

PJ∪K((πJ∪K
J )−1(A))

= PJ∪K((πJ∪K
K )−1(B)) =

(∗)
PK(B).

Offenbar ist P(Z) ≥ 0 für alle Z ∈ Z, P(∅)=0 und P(EI) = 1. Die endliche
Additivität ergibt sich wie folgt:
Seien J,K ⊆ I endlich, A ∈ EI , B ∈ EK und π−1

J (A) ∩ π−1
K (B) = ∅

Dann gilt

π−1
J (A) ∪ π−1

K (B) = π−1
J∪K(Ã) ∪ π−1

J∪K(B̃) = π−1
J∪K(Ã ∪ B̃)

mit Ã := (πJ∪K
J )−1(A) und B̃ := (πJ∪K

K )−1(B) und Ã ∩ B̃ = ∅.
Deshalb ist wegen der endlichen Additivität von PJ∪K (∗∗) und der Ver-
träglichkeitsbedingung (∗)

P(π−1
J (A) ∪ π−1

K (B)) = PJ∪K(Ã ∪ B̃)

=
(∗∗)

PJ∪K(Ã) + PJ∪K(B̃)

=
(∗)

PJ(A) + PK(B)

= P(π−1
J (A)) + P(π−1

K (B)).

3o Um den Satz von Carathéodory anwenden zu können, bleibt nur noch die
σ-Additivität von P auf der Algebra Z nachzuweisen. (Dies lässt sich nicht
wie beim Beweis der endlichen Additivität machen, da die abzählbare
Vereinigung endlicher Indexmengen im Allgemeinen nicht mehr endlich
ist.) Da P endlich additiv ist, genügt es hierzu zu zeigen, dass folgendes
gilt:

Zn ∈ Z, Zn ↓ ∅ ⇒ P(Zn) −→ 0. (5.4)

Hierzu werden wir ein Kompaktheitsargument benutzen.

Wir benutzen folgende Tatsachen über Polnische Räume:

(i) Sei J endlich und E ein vollständig separabler metrischer Raum mit
der Borel-σ-Algebra E. Dann kann EJ wieder zu einem vollständi-
gen separablen metrischen Raum gemacht werden, so dass dessen
Borel-σ-Algebra mit der Produkt-σ-Algebra EJ übereinstimmt und
die Projektion πJ

t : EJ → E, t ∈ J , stetig sind.
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(ii) Jedes Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf einem vollständigen separablen
metrischen Raum E ist regulär von innen:
∀ B ∈ E ∀ ε > 0 gibt es eine kompakte Menge K ⊆ B sodass:

µ(B) − µ(K) = µ(B \K) < ε.

(siehe zum Beispiel H.Bauer, Maß und Integrationstheorie, Para-
graph 26).

Zum Beweis von (5.4) gehen wir indirekt vor.
Hierzu sei Zn ∈ Z, Zn ↓ und P(Zn) ≥ α > 0 ∀ n. Wir zeigen, dass dies

⋂

n

Zn 6= ∅

impliziert. Die Zylindermengen Zn besitzen die Gestalt

Zn = π−1
Jn

(An) mit Jn endlich und An ∈ EJn .

Wegen (5.3) können wir dann o.B.d.A

J1 ⊆ J2 ⊆ J3 ⊆ . . .

vorraussetzen. Auf Grund der inneren Regularität von PJn
existieren kom-

pakte Mengen Kn ⊆ An mit

PJn
(An) − PJn

(Kn) < α2−n.

Wir setzen

Z ′′
n := π−1

Jn
(Kn) (im Allgemeinen nicht monoton)

und
Z ′

n := Z ′′
1 ∩ · · · ∩ Z ′′

n .

Dann ist Z ′
n ↓ und Z ′

n ⊆ Zn. Wir erhalten mit Hilfe der endlichen Subad-
ditivität (∗)

P(Zn \ Z ′
n) = P(

n⋃

k=1

(Zn \ Z ′′
k )) ≤ P(

n⋃

k=1

(Zk \ Z ′′
k ))

≤
(∗)

n∑

k=1

P(Zk \ Z ′′
k ) =

n∑

k=1

PJk
(Ak \Kk)

<
n∑

k=1

α2−k < α.

Da aber nach Vorraussetzung P(Zn) ≥ α ist, muss

Z ′
n 6= ∅ für alle n gelten.
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Also existiert zu jedem n ein

y(n) ∈ Z ′
n ⊆ Z ′′

m (m = 1, . . . , n),

weshalb
y
(n)
Jm

:= πJm
(y(n)) ∈ Km (m = 1, . . . , n).

Deshalb existieren eine Teilfolge (y(nk)) und ein yJ = (yt)t∈J ∈ EJ mit

y
(nk)
t −→ yt ∀ t ∈ J :=

⋃

m

Jm

und
yJn

∈ Kn für alle n.

(Man muss sukzessive fürm = 1, 2, . . . Teilfolgen von Teilfolgen auswählen,
deren Projektionen in Km konvergieren und anschließend mit dem Diago-
nalisierungsverfahren eine Teilfolge (y(nk)) auswählen, die Teilfolge aller
dieser Teilfolgen ist.)
Wir setzen (yt)t∈J ∈ EJ beliebig zu einem y = (yt)t∈I ∈ EJ fort. Dann
gilt

y ∈ Z ′
n ⊆ Zn für alle n

und folglich
⋂
n
Zn 6= ∅.

�

Oft interessiert man sich auch für die topologischen Eigenschaften der Pfade
stochastischer Prozesse (Stetigkeit, Rechtsstetigkeit, Differenzierbarkeit etc.).

Definition 5.12. Ein stochastischer Prozess X̃ = (X̃t)t∈I heißt Modifikation
des stochastischen Prozesses X = (Xt)t∈I , falls

X̃t = Xt fast sicher für jedes t ∈ I

gilt.

Bemerkung 5.13. Ist X̃ eine Modifikation von X, so besitzen X und X̃ die gleiche
Verteilung. Tatsächlich ist für beliebige t1, . . . , tn ∈ I

(X̃t1 , . . . , X̃tn
) = (Xt1 , . . . ,Xtn

) fast sicher

und folglich

P((X̃t1 , . . . , X̃tn
) ∈ A) = P((Xt1 , . . . ,Xtn

) ∈ A), für alle A ∈ En.

Also stimmen die endlich-dimensionalen Verteilungen (und damit auch die unendlich-

dimensionalen Verteilungen) von X und X̃ überein.
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Satz 5.14. (Kolmogorov-Čentsov)
Sei X = (Xt)t∈[0,T ] ein reellwertiger Prozess. Angenommen, es existieren posi-
tive Konstanten γ, c, ε mit

E |Xs −Xt|γ ≤ c |s− t|1+ε
, s, t ∈ [0, T ]. (5.5)

Dann existiert eine Modifikation X̃ = (X̃t)t∈[0,T ] von X, deren Pfade stetig sind.

Beweis. Sei o.B.d.A. T = 1.
Sei Dm := {i2−m := 0, 1, . . . , 2m}. Dann ist D :=

⋃
m
Dm die Menge aller dyadi-

schen Zahlen in [0, 1].

∆m :=
{
(s, t) : s, t ∈ Dm, s < t, |s− t| = 2−m

}

Ki := sup
(s,t)∈∆i

|Xs −Xt| .

Wir erhalten

EKγ
i = E sup

(s,t)∈∆i

|Xs −Xt|γ ≤
∑

(s,t)∈∆i

E |Xs −Xt|γ ,

woraus mit der Vorraussetzung (5.5)

EKγ
i ≤ c2−iε (i = 1, 2, . . . ) (5.6)

folgt. Seien s, t ∈ D mit s < t beliebig gewählt. Für jedes m seien sm und tm
die größten Zahlen aus Dm mit sm ≤ s und tm ≤ t. Dann gilt sm ↑ s und tm ↑ t
und sm = s, tm = t für alle hinreichend großen m. Ist außerdem |s− t| ≤ 2−m,
so ist entweder sm = tm oder (sm, tm) ∈ ∆m.
In beiden Fällen gilt

Xs −Xt =
∞∑

i=m

(Xsi+1
−Xsi

) +Xsm
−Xtm

+
∞∑

i=m

(Xti
−Xti+1

)

(Man beachte, dass dies nur für endliche Summen gilt.) und folglich

|Xs −Xt| ≤ 2
∞∑

i=m

Ki. (5.7)

Für α > 0 sei

Mα := sup

{ |Xs −Xt|
|s− t|α : s, t ∈ D, s 6= t

}
.

Wir erhalten

Mα := sup
m

sup
2−(m+1)<|s−t|≤2−m

s 6=t

|Xs −Xt|
|s− t|α

≤ sup
m

(
2(m+1)α sup

|s−t|≤2−m

|Xs −Xt|
)

≤
(5.7)

sup
m

(
(2 · 2(m+1)α

∞∑

i=m

Ki

)
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und folglich

Mα ≤ 2α+1
∞∑

i=0

2iαKi.

Ist γ ≥ 1 so erhalten wir mit der Lγ(P)-Norm ‖.‖γ , der Dreiecksungleichung (∗)
und da ‖Ki‖γ = (EKγ

i )1/γ ≤
(5.6)

c1/γ2−iε/γ

‖Mα‖γ ≤
(∗)

2α+1
∞∑

i=0

2iα ‖Ki‖γ

≤ c1/γ2α+1
∞∑

i=0

2i(α−εγ) <∞ für α < ε/γ.

Ist 0 < γ < 1 so gilt

EMγ
α ≤ 2γ(α+1)E(

∞∑

i=0

2iαKi)
γ ≤ 2γ(α+1)E

∞∑

i=0

2iαγKγ
i

≤
(5.6)

c2γ(α+1)
∞∑

i=0

2i(αγ−ε) <∞ für α < ε/γ.

In beiden Fällen ist EMγ
α <∞ und damit

Mα <∞ fast sicher für α < ε/γ.

Also ist für fast alle ω der Pfad X.(ω) gleichmäßig stetig auf D. Für diese ω
kann man deshalb

X̃t(ω) := lim
s→t
s∈D

Xs(ω)

definieren, und die Abbildung t −→ X̃t(ω) ist stetig auf [0, 1].

Bleibt zu zeigen, dass X̃ eine Modifikation von X ist. Wegen

∣∣∣X̃t −Xt

∣∣∣
γ

= lim
s→t
s∈D

|Xs −Xt|γ fast sicher

folgt nach dem Lemma von Fatou

E

∣∣∣X̃t −Xt

∣∣∣
γ

≤ lim inf
s→t
s∈D

E |Xs −Xt|γ =
(5.5)

0,

das heißt X̃t = Xt fast sicher (für jedes t ∈ [0, 1]). �
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Bemerkung 5.15.

1. Aus dem Beweis des Satzes ist ersichtlich, dass eine Modifikation (X̃t)t∈[0,T ]

existiert, deren Pfade Hölder-stetig mit Hölderexponent α < ε/γ sind
(das heißt für jedes α ∈ (0, ε/γ) und jedes ω ∈ Ω existiert eine positive
Konstante cα,ω, so dass

∣∣∣X̃s(ω) − X̃t(ω)
∣∣∣ ≤ cα,ω |s− t|α , s, t ∈ [0, T ],

gilt).

2. Oft ist (5.5) für γ = 4 und ε = 1 erfüllt:

E |Xs −Xt|4 ≤ c |s− t|2 , s, t ∈ [0, T ].

3. Der Satz gilt auch für Banachraum-wertige Prozesse (mit ‖Xs −Xt‖ statt

|Xs −Xt| und für mehrdimensionale Zeitmengen [0, T ]d (mit |s− t|d+ε

statt |s− t|1+ε
).

Sei C = C[0, T ] der Banachraum der stetigen Funktionen ω:[0,T]−→ R mit der
Supremumsnorm ‖ω‖ = sup

t∈[0,T ]

|ω(t)|. Mit BC bezeichnen wir die zugehörige

Borel-σ-Algebra. Für t ∈ [0, T ] bezeichne πt : C −→ R die durch
πt(ω) := ω(t), ω ∈ C, definierte eindimensionale Projektion.

Satz 5.16. (Kanonisches Modell eines stochastischen Prozesses)
(Übungsaufgabe)
Sei X = (Xt)t∈[0,T ] ein reellwertiger stochastischer Prozess mit stetigen Pfaden.

(i) Dann ist X : Ω −→ C[0, T ], ω 7−→ X.(ω), eine (C,BC)-wertige Zufallsva-
riable.

(ii) Sei PX = P◦X−1 die zugehörige Verteilung. Dann ist (πt)t∈[0,T ] ein Prozess
mit stetigen Pfaden auf (C,BC ,PX), dessen endlich-dimensionale Vertei-
lungen auf denen von X übereinstimmen.

5.3. Beispiele

5.3.1. Folgen von unabhängigen Zufallsvariablen

Sei E ein polnischer Raum und E die zugehörige Borel-σ-Algebra. Gegeben
sei weiterhin eine Folge (Xn) unabhängiger (E,E)-wertiger Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F,P) derart, dass µn die Verteilung von Xn

mit (n ∈ N) ist, das heißt µn = P◦X−1
n . Die zugehörigen endlich-dimensionalen

Verteilungen besitzen dann die Gestalt

Pn1,...,nr
= µn1

⊗ · · · ⊗ µnr
(1 ≤ n1 < n2 < · · · < nr) (5.8)
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(vgl. Satz 2.20). Da sich diese durch Projektion aus P1,2,...,nr
ergeben, genügt

es im wesentlichen,

P1,...,n := µ1 ⊗ · · · ⊗ µn (n ∈ N)

zu betrachten. Diese erfüllen die Kolmogorovsche Verträglichkeitsbedingung:
Ist πn : En+1 −→ En mit πn(x1, . . . , xn, xn+1) = (x1, . . . , xn) die Projektion
von En+1 auf En, so gilt

P1,...,n = P1,...,n,n+1 ◦ π−1
n .

Tatsächlich, für A ∈ En ist π−1
n (A) = A×E ∈ En+1 und

(µ1 ⊗ · · · ⊗ µn ⊗ µn+1)(πn(A)) = (µ1 ⊗ ...⊗ µn)(A) · µn+1(E)︸ ︷︷ ︸
=1

.

Also existiert nach dem Satz von Kolmogorov (Satz 5.9 und Folgerung 5.10) ei-
ne Folge (Xn) von (E,E)-wertigen Zufallsvariablen, deren endlich-dimensionale
Verteilungen die Gestalt (5.8) besitzen. Daraus folgt, dass diese Zufallsvariablen
unabhängig sind (Übungsaufgabe) und Xn die Verteilung µn besitzt (n ∈ N).

5.3.2. Markovketten

Gegeben seien eine höchstens abzählbare Menge I, eine Verteilung (p0
i )i∈I und

Übergangswahrscheinlichkeiten (pij)i,j∈I . Man
”
konstruiere“ eine homogene Mar-

kovkette (Xn)n∈N0
mit Anfangsverteilung (p0

i ) und Übergangswahrscheinlichkei-
ten (pij). Die endlich-dimensionalen Verteilungen dieser Kette lassen sich dann
durch deren Einzelwahrscheinlichkeiten beschreiben und besitzen die Gestalt

P0,1,...,n(i0, i1, . . . , in) = p0
i0
pi0i1 . . . pin−1in

(n ∈ N0; i0, . . . , in ∈ I).

Diese erfüllen die Kolmogorovsche Verträglichkeitsbedingung. Tatsächlich erhält
man mit der Projektion πn : In+2 −→ In+1 für beliebige A ⊆ In+1:

P0,...,n,n+1(π
−1
n (A)) =

∑

(i0,...,in,in+1)

∈A×I

p0
i0pi0i1 . . . pin−1in

pinin+1

=
∑

(i0,...,in)∈A

p0
i0pi0i1 . . . pin−1in

∑

in+1∈I

pinin+1

︸ ︷︷ ︸
=1

= P0,1,...,n(A).

Also existiert nach dem Satz von Kolmogorov eine Folge (Xn)n∈N0
I-wertiger

Zufallsgrößen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum, deren endlich-dimensionale
Verteilungen durch (5.9) gegeben sind:

P(X0 = i0,X1 = i1, ...,Xn = in)

= p0
i0pi0i1 ...pin−1in

(n ∈ N0; i0, ..., in ∈ I). (5.9)

Hieraus folgt leicht, dass (Xn) eine homogene Markovkette mit Zustandsraum I,
Anfangswahrscheinlichkeiten (p0

i ) und Übergangswahrscheinlichkeiten (pij) ist.
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5.3.3. Markovprozesse mit diskreter Zeit und allgemeinem

Zustandsraum

Sei der Zustandsraum ein Polnischer Raum (E,E) mit durch ein Wahrschein-
lichkeitsmaß µ0 auf (E,E) gegebener Anfangsverteilung.
Die Übergangsfunktion sei P (x,Γ) (x ∈ E, Γ ∈ E) , ein Markovkern. Die
endlich-dimensionalen Verteilungen sollen die Gestalt

P0,1,...,n(A) =

∫∫
...

∫
1lA(x0, x1, ..., xn)P (xn−1, dxn)...P (x0, dx1)µ

0( dx0)(5.10)

mit n ∈ N0 und A ∈ En+1 besitzen. Damit ist die Kolmogorovsche Verträglich-
keitsbedingung erfüllt. Die Frage die bleibt ist die, wie man in diesem Falle
die Markoveigenschaft und die Homogenität formuliert oder wie man diese aus
(5.10) ableiten kann.

5.3.4. Gaußprozesse

Definition 5.17. Ein reellwertiger Prozess (Xt)t∈I heißt Gaußprozess, wenn
seine endlich-dimensionalen Verteilungen Normalverteiungen sind.
Die Abbildungen m : I −→ R und k : I × I −→ R definiert durch m(t) := EXt

und k(s, t) := E(Xs − m(s))(Xt − m(t)), s, t ∈ I, heißen Mittelwert- bzw.
Kovarianzfunktion des Gaußprozesses.

Die endlich-dimensionalen Verteilungen sind die Verteilungen der Gaußschen
Vektoren (Xt1 , ...,Xtn

)t (t1, ..., tn ∈ I; tk 6= tl). Diese besitzen den Mittelwert-
vektor (m(t1), ...,m(tn))t und die Kovarianzmatrix (k(ti, tj))

n
i,j=1. Da die Kova-

rianzmatrix eines normalverteilten Vektors stets symmetrisch und nichtnegativ
definit ist, ist die Kovarianzfunktion k ebenfalls symmetrisch und negativdefinit:

k(s, t) = k(t, s) (s, t ∈ I)
n∑

i,j=1

k(ti, tj)λiλj ≥ 0 (n ∈ N; t1, . . . , tn ∈ I;λ1, . . . λn ∈ R).

Satz 5.18. Gegeben seien eine beliebige nichtleere Menge I und Funktionen
m : I −→ R, k : I × I −→ R. Ist k nichtnegativ definit, so existiert ein
Gaußprozess (Xt)t∈I mit Mittelwertfunktion m und Kovarianzfunktion k.

Beweis. Seien n ∈ N und t1, . . . , tn ∈ I mit tk 6= tl beliebig gewählt. Dann
existiert eine Normalverteilung µt1,...,tn

auf (Rn,Bn) mit dem Mittelwertvektor
m := (m(t1), . . . ,m(tn))t und der Kovarianzmatrix K = (k(ti, tj))

n
i,j=1.

(Ist µ(n)(d x) = (2π)−n/2 exp
{
− |x|2

2

}
dx die n-dimensionale Standard-Normal-

verteilung, so erhält man µt1,...,tn
als Bild von µ(n) bezüglich der linearen Trans-

formation

T (x) = K1/2x+m, x ∈ Rn,
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das heißt µt1,...,tn
= µ(n) ◦T−1, da die so definierte Verteilung die charakteristi-

sche Funktion

ϕt1,...,tn
(λ) = exp

{
i(λ,m) − 1

2
(Kλ, λ)

}
, λ ∈ Rn,

besitzt; siehe Wahrscheinlichkeitstheorie I).

Die Familie der Verteilungen µt1,...,tn
erfüllt die Kolmogorovsche Verträglich-

keitsbedingung: Mit der Projektion πn : Rn+1 −→ Rn ist nur zu zeigen:

µt1,...,tn
= µt1,...,tn+1

◦ π−1
n .

Da eine Verteilung auf Rn durch ihre charakteristische Funktion eindeutig be-
stimmt ist, kann man dies mit Hilfe des Integraltransformationssatzes (∗) und
durch die Berechnung der charakteristischen Funktion von µt1,...,tn+1

(∗∗) nach-
prüfen:

∫

Rn

exp

{
i

n∑

k=1

λkxk

}
(µt1,...,tn+1

◦ π−1
n )(dx1, . . . , dxn+1)

=
(∗)

∫

Rn+1

exp

{
i

n∑

k=1

λkxn

}
µt1,...,tn+1

(dx1, . . . , dxn+1)

=
(∗∗)

exp



i

n+1∑

k=1

m(tk)λk − 1

2

n+1∑

k,l=1

k(tk, tl)λkλl





∣∣∣∣∣∣
λm+1=0

= exp



i

n∑

k=1

m(tk)λk − 1

2

n∑

k,l=1

k(tk, tl)λk, λl



 ,

und dies ist die charakteristische Funktion von µt1,...,tn
. Also existiert nach

dem Satz von Kolmogorov ein reellwertiger Prozess (Xt)t∈I , dessen endlich-
dimensionale Verteilungen gerade µt1,...,tn

sind. Dieser Prozess ist ein Gaußpro-
zess (da µt1,...,tn

Gaußsch ist), und seine Mittelwert- und Kovarianzfunktion
stimmen mit m bzw. k überein:

EXt =

∫

R

xµt(dx) = m(t)

E(Xs −m(s))(Xt −m(t)) =

∫

R2

(x−m(s))(y −m(t))µs,t(dx, dy) = k(s, t)

(Man benutze die Darstellung von µt beziehungsweise µs,t als Bildmaß seiner
Standard-Normalverteilung bezüglich einer linearen Transformation). �
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5.3.5. Wienerprozess

R. Brown(1828), L. Bacheliér(1900), A. Einstein(1905), N. Wiener(1923)

Definition 5.19.Ein reellwertiger stochastischer Prozess W = (Wt)t∈[0,∞) heißt
Wienerprozess (Brownsche Bewegung), falls folgendes gilt:

a) W0(ω) = 0 für alle ω;

b) W besitzt unabhängige Zuwächse: das bedeutet für beliebige n ∈ N und
0 ≤ t0 < · · · < tn sind die Zufallsgrößen Wt0 ,Wt1 −Wt0 , . . . ,Wtn

−Wtn−1

unabhängig;

c) W besitzt stationäre Zuwächse: für beliebige t, h > 0 besitzen Wt+h −Wh

und Wt die gleiche Verteilung;

d) Wt ist N (0, t)-verteilt;

e) W besitzt stetige Pfade.

Behauptung 5.20. Ein reellwertiger Prozess W = (Wt)t∈[0,∞) ist genau dann
ein Wienerprozess, wenn folgendes gilt:

(a) W ist ein Gaußprozess mit Mittelwertfunktion m(t) ≡ 0 und Kovarianz-
funktion k(s, t) = s ∧ t (s, t ≥ 0).

(b) W besitzt stetige Pfade und W0 ≡ 0.

Beweisskizze.

”
=⇒“

Sei n ∈ N und 0 ≤ t1 < · · · < tn. Dann ist (Wt1 ,Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtn
−Wtn−1

)t

ein Gaußscher Vektor mit Mittelwertvektor 0 und Kovarianzmatrix




t1 0
t2 − t1

. . .

0 tn − tn−1


 . (5.11)

Deshalb ist




Wt1

Wt2
...

Wtn


 =




1 0
1 1
...

...
. . .

1 1 · · · 1







Wt1

Wt2 −Wt1
...

Wtn
−Wtn−1


 (5.12)
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ebenfalls Gaußsch (was man mittels linearer Transformation zeigt) mit Mittel-
wertvektor 0 und Kovarianzmatrix




t1 t1 · · · t1
t1 t2 · · · t2
...

...
...

t1 t2 · · · tn


 = (ti ∧ tj)n

i,j=1 (5.13)

Das heißt, W ist ein Gaußprozess mit Mittelwertfunktion m(t) ≡ 0 und Kovari-
anzfunktion k(s, t) = s ∧ t, s, t ≥ 0.

”
⇐=“

Sei W Gaußsch mit der Mittelwertfunktion m(t) ≡ 0 und Kovarianzfunkti-
on k(s, t) = s ∧ t. Sei weiterhin n ∈ N und 0 ≤ t1 < · · · < tn. Dann ist
(Wt1 ,Wt2 , . . . ,Wtn

)t ein Gaußvektor mit Mittelwertvektor 0 und Kovarianz-
matrix (5.13). Dann erhält man mit (5.12) durch

”
Rücktransformation“, dass

(Wt1 ,Wt2 − Wt1 , . . . ,Wtn
− Wtn−1

)t ein Gaußvektor mit Mittelwertvektor 0
und Kovarianzmatrix (5.13) ist. Also sind Wt1 ,Wt2 − Wt1 , . . . ,Wtn

− Wtn−1

unabhängig und normalverteilt mit Varianzen t1, t2 − t1, . . . , tn − tn−1 und Mit-
telwert 0. �

Bemerkung 5.21. Oft fordert man o.B.d.A W0 = 0 und die Stetigkeit der Pfade
nur fast sicher (statt für alle Realisierungen).

Behauptung 5.22. Der Wienerprozess existiert.

Beweis. Wir zeigen, dass ein Prozess W mit den Eigenschaften (i) und (ii) aus
Behauptung 5.19 existiert.

Wegen Satz 5.17 genügt es zur Existenz eines Prozesses W̃ = (W̃t)t∈[0,∞) mit
der Eigenschaft (i) nachzuweisen, dass die Funktion k(s, t) = s ∧ t (s, t ≥ 0)
nichtnegativ definit ist. Dies folgt daraus, dass für n ∈ N und 0 ≤ t1 < · · · < tn
gilt

(k(ti, tj))
n
i,j=1 =




t1 t1 · · · t1
t1 t2 · · · t2
...

...
. . .

...
t1 t2 · · · tn


 = CCt

mit

C =




√
t1 0√
t1

√
t2 − t1

...
...

. . .√
t1

√
t1 − t2 · · · √

tn − tn−1




und eine Matrix der Gestalt CCt stets nichtnegativ definit ist. Es bleibt zu

zeigen, dass W̃ eine stetige Modifikation W besitzt. Hierzu überprüfen wir, dass
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die Vorraussetzung des Satzes von Kolmogorov-Čentsov mit γ = 4 und ε = 1
erfüllt ist:

E

∣∣∣W̃s − W̃t

∣∣∣
4

︸ ︷︷ ︸
N (0,|s−t|)-verteilt

= 3 |s− t|2 (s, t ≥ 0).

Wegen EW 2
0 = 0 ist außerdem W0 = 0 fast sicher (und durch Abänderung von

W auf einer Nullmenge kann man W0 ≡ 0 erreichen). �

5.3.6. Poissonprozess

Definition 5.23. Ein N0-wertiger stochastischer Prozess N = (Nt)t∈[0,∞) heißt
Poissonprozess mit Parameter λ > 0, falls folgendes gilt:

a) N0(ω) = 0 für alle ω;

b) N besitzt unabhängige Zuwächse;

c) N besitzt stationäre Zuwächse;

d) Nt ist Poisson-verteilt mit Parameter λt (t ≥ 0);

e) N besitzt stückweise konstante rechtsstetige Pfade.

Behauptung 5.24. Der Poissonprozess existiert.

Beweisidee. Der Poissonprozess lässt sich explizit konstruieren. Wir wissen, dass
eine Folge (τn) unabhängig identisch exponential-verteilter Zufallsgrößen mit
Parameter λ (auf einem gewissen Wahrscheinlichkeitsraum) existiert. Dann setzt
man

Nt(ω) = max

{
n ∈ N :

n∑

i=1

τi(ω) ≤ t

}
(t ≥ 0, ω ∈ Ω)

1

2

3

4

5

t

2 3 41

3 3 33(    ) (    ) (    ) (    )

Dieser Prozess erfüllt (i)-(iv) und außerdem fast sicher Eigenschaft (v). �





Kapitel 6

Ergodentheorie

6.1. Grundlegende Begriffe

Als Vorrausetzung für diesen Abschnitt sei (Ω,F,P) ein beliebiger Wahrschein-
lichkeitsraum.

Definition 6.1. Eine Abbildung T : Ω −→ Ω heißt maßerhaltende Transforma-
tion, wenn sie F-F-messbar ist und P invariant läßt (das heißt wenn P◦T−1 = P

gilt).

Definition 6.2. Sei X = (Xn)n∈N0
ein stochastischer Prozess mit Werten in

einem messbaren Raum (E,E). Der Prozess X heißt stationär , wenn er die

gleiche Verteilung wie der Prozess X̃ = (Xn+1)n∈N0
besitzt.

Ein stochastischer Prozess X ist also genau dann stationär, wenn für beliebige
n ∈ N0 und beliebige A ∈ E(n+1)

P((X0, . . . ,Xn) ∈ A) = P((X1, . . . ,Xn+1) ∈ A)

gilt.

Die nächste Behauptung gibt Aufschluss darüber, in welchem Sinne die Betrach-
tung maßerhaltender Transformationen äquivalent zur Betrachtung stationärer
Prozesse ist.

Behauptung 6.3. Sei (E,E) ein beliebiger messbarer Raum.

(a) Ist T eine maßerhaltende Transformation und X0 eine (E,E)-wertige Zu-
fallsvariable, so wird durch

Xn := X0 ◦ Tn (n ∈ N0)

ein stationärer Prozess X = (Xn)n∈N0
definiert (T 0 := id, Tn := T ◦ ... ◦ T︸ ︷︷ ︸

(n−mal)

).
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(b) Sei X = (Xn)n∈N0
ein stationärer Prozess mit Zustandsraum (E,E) und

PX seine Verteilung auf (EN0 ,EN0). Dann wird durch

T ((xn)n∈N0
) := (xn+1)n∈N0

, (xn)n∈N0
∈ EN0 ,

eine maßerhaltende Transformation auf dem kanonischen Wahrschein-
lichkeitsraum (EN0 ,EN0 ,PX) definiert. Der kanonische Prozess (πn)n∈N0

stimmt dann mit dem in (a) zu T und π0 konstruierten stationären Pro-
zess überein. (Wie früher bezeichnet πn : EN0 −→ E dabei die Projektion
auf die n-te Koordinate)

Beweis.

(a) Seien dazu n ∈ N0 und B ∈ En+1 beliebig gewählt.
Wegen Xn+1 = Xn ◦ T (n ∈ N0) gilt, da T maßerhaltend (∗) ist:

P((X1, . . . ,Xn+1) ∈ B) = P((X0 ◦ T, . . . ,Xn ◦ T ) ∈ B)

= P(T−1({(X0, . . . ,Xn) ∈ B}))
=
(∗)

P((X0, . . . ,Xn) ∈ B)

(b) T ist EN0-EN0-messbar : Für beliebige n ∈ N0 und A ∈ E ist

T−1(π−1
n (B)) = π−1

n+1(B).

Da die eindimensionalen Projektionen πn, n ∈ N0, die σ-Algebra EN0 er-
zeugen, liefert dies die gewünschte Messbarkeit.

T läßt PX invariant : Sei X̃ = (Xn+1)n∈N0
. Dann gilt:

X̃ = T ◦ X und PeX = PX (Stationarität von X).

Deshalb ist

PX ◦ T−1 = (P ◦X−1) ◦ T−1 = P ◦ (T ◦ X)−1 = PeX.

Die letzte Aussage in (b) ist wegen

πn = π0 ◦ Tn (n ∈ N0)

offensichtlich.

�

Definition 6.4. Sei T : Ω −→ Ω und A ⊆ Ω. Die Menge A heißt T-invariant ,
falls T−1(A) = A gilt.

Behauptung 6.5. Sei T eine maßerhaltende Transformation. Dann ist

J :=
{
A ∈ F : T−1(A) = A

}

eine Teil-σ-Algebra von F, die σ-Algebra der T -invariantan Ereignisse.
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Beweis. Übungsaufgabe

Definition 6.6. Sei T eine maßerhaltende Transformation.

a) T heißt ergodisch, wenn die σ-Algebra J der T -invarianten Ereignisse P-
trivial ist, das bedeutet, dass für jedes A ∈ J endweder P(A) = 0 oder
P(A) = 1 gilt.

b) T heißt mischend , falls für beliebige A,B ∈ F gilt

lim
n→∞

P(A ∩ T−nB) = P(A)P(B) (6.1)

(das heißt die Ereignisse A und T−nB sind für n → ∞ asymtotisch un-
abhängig).

Satz 6.7. Jede mischende Transformation ist ergodisch.

Beweis. Sei T mischend (∗) und J die σ-Algebra der T -invarianten Ereignisse.
Dann gilt für beliebige A ∈ J

P(A) = P(A ∩A) =
A∈J

P(A ∩ T−nA)
n→∞−→
(∗)

P(A) · P(A).

Also ist P(A) = P(A)2 und folglich P(A) ∈ {0, 1}. �

Behauptung 6.8. Gilt (6.1) für alle A,B aus einer Algebra, die F erzeugt, so
ist T mischend.

Zum Beweis benutzt man das folgende Lemma aus der Maßtheorie (siehe z.B.
Bauer, Maß- und Integrationstheorie, Satz 5.7)

Lemma 6.9. Sei A0 eine Algebra, welche die σ-Algebra F erzeugt. Dann existiert
zu jedem A ∈ F und jedem ε > 0 eine Menge A0 ∈ A0 mit P(A△A0) < ε.

Beweis der Behauptung 6.8. Sei A0 eine Algebra mit σ(A0) = F, und (6.1) gelte
für alle A,B ∈ A0. Seien außerdem A,B ∈ F und ε > 0 beliebig gewählt. Nach
Lemma 6.9 existieren dann A0, B0 ∈ A0 mit P(A△A0) < ε und P(B△B0) < ε.
Dann folgt, da T maßerhaltend (∗) ist,

∣∣P(A ∩ T−nB) − P(A0 ∩ T−nB0)
∣∣ ≤ P(A△A0) + P(T−nB△T−nB0)

=
(∗)

P(A△A0) + P(B△B0)

< 2ε

und
|P(A) − P(A0)| < ε, |P(B) − P(B0)| < ε.

Da lim
n→∞

P(A0 ∩ T−nB0) = P(A0)P(B0) gilt und ε > 0 beliebig klein gewählt

werden kann, folgt hiermit leicht die Behauptung

lim
n→∞

P(A ∩ T−nB) = P(A) · P(B).

�
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Bemerkung 6.10.

1. Die durch T ((xn)n∈N0
) := (xn+1)n∈N0

definierte Abbildung T : EN0 −→ EN0

wird oft Verschiebungsoperator oder auch Gleitoperator genannt.

2. Ein stationärer Prozess X = (Xn)n∈N0
mit Zustandsraum (E,E) heißt er-

godisch (mischend), wenn der Gleitoperator T auf dem kanonischen Wahr-
scheinlichkeitsraum (EN0 ,EN0 ,PX) ergodisch (mischend) ist.

6.2. Beispiele

1. Jede beliebige Folge X = (Xn)n∈N0
von unabhängig identisch verteilten

(E,E)-wertigen Zufallsvariablen ist ein ergodischer stationärer Prozess:
Sei µ die Verteilung von X0 auf dem messbaren Raum (E,E). Dann besitzen
(X0, . . . ,Xn) und (X1, . . . ,Xn+1) die gleiche Verteilung, nämlich µ ⊗ · · · ⊗ µ
((n+ 1)-mal) (n ∈ N0). Also ist X stationär.
Die von den Zufallsvariablen Xn erzeugten σ-Algebren Fn := σ(Xn), n ∈ N0,
sind unabhängig. Seien nun T der Gleitoperator auf EN0 und A ∈ EN0 eine
T -invariante Menge, das heißt T−mA = A für alle m. Mit Xm := (Xm+n)n∈N0

bezeichnen wir den um m Zeiteinheiten verschobenen Prozess. Dann gilt:

{X ∈ A} =
{
X ∈ T−mA

}
= {Xm ∈ A} ∈

∞∨

k=m

Fk, ∀ m ∈ N0.

Also ist {X ∈ A} ∈ τ∞ :=
∞⋂

m=0

∞∨
k=m

Fk.

Nach dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov (Satz 2.13) ist die Tail-σ-Algebra τ∞ P-
trivial, das bedeutet

PX(A) = P(X ∈ A) ∈ {0, 1} .
Also ist T ergodisch auf (EN0 ,EN0 ,PX). Der Gleitoperator ist sogar mischend,
was leicht mit Hilfe der Behauptung 6.8 und der Algebra der Zylindermengen
folgt (Übungsaufgabe).

2. Drehoperator auf dem Einheitskreis.
Sei D := {z ∈ C : |z| = 1} der Einheitskreis, BD die zugehörige Borel-σ-Algebra
(die von den Kreisbögen erzeugt wird) und λD das normierte Lebesgue-Maß auf
BD (das heißt dasjenige Maß, dass jedem Kreisbogen seine Länge/2π zuordnet).
Für jedes c ∈ D definieren wir den Drehoperator

Tc(ω) := c · ω (ω ∈ D).

Dann ist Tc eine maßerhaltende Transformation auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (D,BD, λD). (Die Urbilder von Kreisbögen bezüglich Tc sind Kreisbögen
gleicher Länge)

Satz 6.11. Der Drehoperator Tc ist genau dann ergodisch, wenn c keine Ein-
heitswurzel ist (das heißt, wenn für kein n ∈ N, ein e ∈ D mit en = 1 existiert).
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Wir beweisen zunächst

Lemma 6.12. Ist c keine Einheitswurzel, so liegt die Folge (cn)n∈N0
dicht in D.

Beweis. Die Folge (cn) besitzt mindestens einen Häufungspunkt ω0 ∈ D. Sei
nun ε > 0 beliebig gewählt. Dann existieren natürliche Zahlen m < n mit
|cm − ω0| < ε und |cn − ω0| < ε. Daraus folgt

0 <
∣∣cn−m − 1

∣∣ < 2ε.

Deshalb findet man zu jedem ω ∈ D ein k ∈ N0 mit
∣∣ck(n−m) − ω

∣∣ < 2ε �

Beweis des Satzes.

1o Sei c eine Einheitswurzel,
das heißt es existiert ein n ∈ N mit cn = 1. Für dieses n ist dann Tn

c

die Identität, und für jedes A ∈ BD ist A ∪ T−1
c A ∪ · · · ∪ T−(n−1)

c A eine
T -invariante Menge. Wir wählen A ∈ BD so, dass 0 < λD(A) < 1/n gilt.
Dann folgt, da Tc maßerhaltend (∗) ist,

0 < λD(A ∪ T−1
c A ∪ · · · ∪ T−(n−1)

c A) ≤
n−1∑

k=0

λD(T−k
c A) =

(∗)
nλD(A) < 1.

Folglich ist Tc nicht ergodisch.

2o Sei nun c keine Einheitswurzel.
Mit A0 bezeichnen wir die Algebra aller endlichen disjunkten Vereinigun-
gen von Kreisbögen. Dann ist σ(A0) = BD.
Sei nun A ∈ BD eine beliebige T -invariante Menge, das heißt T−1A = A.
Angenommen λD(A) > 0. Wir müssen zeigen, dass dann λD(A) = 1 gilt.
Sei ε ∈ (0, 1/2) beliebig gewählt. Nach Lemma 6.9 existieren endlich vie-

le paarweise disjunkte Kreisbögen I1, . . . , In, so dass für B :=
n⋃

k=1

Ik die

Ungleichung
λD(A△B) < ελD(A)

gilt. O.B.d.A sei λD(Ik) < ε für k = 1, . . . , n. Wir erhalten

λD(A△B) < ελD(A) < 2ε(1−ε)λD(A) < 2ε(λD(A)−λD(B)) ≤ 2ελD(B).

Daraus folgt:

n∑

k=1

λD(A ∩ Ik) = λD(A ∩B) ≥ λD(B) − λD(A△B)

≥ (1 − 2ε)λD(B) = (1 − 2ε)
n∑

k=1

λD(Ik)
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Mindestens einer der Kreisbögen Ik, welchen wir mit I bezeichnen wollen,
erfüllt deshalb

λD(A ∩ I) ≥ (1 − 2ε)λD(I).

Nach Lemma 6.12 existieren ein r ∈ N und n1, . . . , nr ∈ N derart, dass die
Kreisbögen T−n1

c I, . . . , T−nr
c I paarweise disjunkt sind und den Einheits-

kreis bis auf eine Menge vom Maß < 2ε ausfüllen.
Für j = 1, . . . , r gilt da A Tc-invariant (∗) und maßerhaltend (∗∗) ist:

λD(A ∩ T−nj
c I) =

(∗)
λD(T−nj

c A ∩ T−nj
c I)

=
(∗∗)

λD(A ∩ I)

≥ (1 − 2ε)λD(I)

= (1 − 2ε)λD(T−nj I)

und folglich

λD(A) ≥
r∑

j=1

λD(A ∩ T−nj
c I)

≥ (1 − 2ε)

r∑

j=1

λD(T−nj
c I)

≥ (1 − 2ε)2.

Da ε > 0 beliebig klein gewählt werden kann, ist tatsächlich λD(A) = 1.

�

Bemerkung 6.13. Der Drehoperator Tc ist für kein c ∈ D mischend

Beweis. Hierzu sei o.B.d.A. c keine Einheitswurzel. Da die Folge (cn) dicht in
D liegt, existiert eine Teilfolge (cnk) mit cnk −→ 1 für k −→ ∞. Ist I ein
Kreisbogen mit 0 < λD(I) < 1, so folgt:

lim
k→∞

λD(I ∩ T−nk
c I) = lim

k→∞
λD(I ∩ T−1

cnk I)

= λD(I) 6= λD(I)2.

�

3. Stationäre Markovketten:
Jede irreduzible, aperiodische und stationäre Markovkette X = (Xn)n∈N0

mit
einem endlichem Zustandsraum I ist mischend (und folglich ergodisch):
Dabei sei (p0

i )i∈I die (stationäre) Anfangsverteilung und (pij)i,j∈I die Über-
gangsmatrix.
Aus Wahrscheinlichkeitstheorie I wissen wir, dass die Stationarität der Markov-
kette X gleichbedeutend ist mit

∑

i∈I

p0
i pij = p0

j , j ∈ I.
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Unter den obigen Vorraussetzungen gilt die Aussage des Konvergenzsatzes für
Markovketten:

lim
n→∞

p
(n)
ij = p0

j , i, j ∈ I.

Wir zeigen, dass der Gleitoperator T auf (IN0 ,P(I)N0 ,PX) mischend ist. Auf-
grund der Behauptung 6.8 genügt es, Zylindermengen

A =
{

(in)n∈N0
: (i0, . . . , ir) ∈ Ã

}
mit Ã ⊆ Ir+1

und
B =

{
(in)n∈N0

: (i0, . . . , is) ∈ B̃
}

mit B̃ ⊆ Is+1

zu betrachten. (Die Zylindermengen bilden eine Algebra, die die σ-Algebra
P(I)N0 erzeugt.) Für n > r gilt dann:

PX(A ∩ T−nB) = P((X0, . . . ,Xr) ∈ Ã, (Xn, . . . ,Xn+s) ∈ B̃)

=
∑

(i0,...,ir)∈ eA

∑

(j0,...,js)∈ eB

p0
i0pi0i1 · · · pir−1ir

p
(n−r)
irj0

pj0j1 · · · pjs−1js

Mit der Konvergenzaussage (6.2) folgt hieraus

lim
n→∞

P(A ∩ T−nB) =
∑

(i0,...,ir)∈ eA

p0
i0pi0i1 · · · pir−1ir

∑

(j0,...,js)∈ eB

p0
j0pj0j1 · · · pjs−1js

= P((X0, . . . ,Xr) ∈ Ã) · P((X0, . . . ,Xs) ∈ B̃)

= PX(A) · PX(B).

Also ist T mischend.

6.3. Ergodensätze

Sei (Ω,F,P) wieder ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum

Satz 6.14. (Individueller Ergodensatz von Birkhoff)
Seien T eine maßerhaltende Transformation und J die σ-Algebra der T -invarianten
Ereignisse. Dann gilt für beliebige f ∈ L1(P)

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f ◦ T k = E [f |J] P-fast sicher.

Bemerkung 6.15. T ist genau dann ergodisch, wenn E [f |T] = Ef fast sicher für
alle f ∈ L1(P) gilt. (Übungsaufgabe)

Folgerung 6.16. Sei X = (Xn)n∈N0
ein ergodischer stationärer Prozess mit

Zustandsraum (E,E). Dann gilt für beliebige n ∈ N0 und jede messbare Funktion
f : En+1 −→ R mit f(X0, . . . ,Xm) ∈ L1(P):

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f(Xk, . . . ,Xk+m) = Ef(X0, . . . ,Xm) fast sicher.
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Beweis. Nach den obigen Vorraussetzungen ist der Gleitoperator T auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (EN0 ,EN0 ,PX) ergodisch. Mit πm : EN0 −→ Em+1

bezeichnen wir die Projektion auf die ersten m+ 1 Koordinaten. Wegen

E |f(X0, . . . ,Xm)| =

∫
|f ◦ πm| dPX

ist f ◦ πm ∈ L1(PX), und der Birkhoffsche Ergodensatz liefert:

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f ◦ πm ◦ T k =

∫
f ◦ πmdPX PX-fast sicher

Die Behauptung folgt nun wegen

P

(
lim

n→∞
1

n

n−1∑

k=0

f(Xk, . . . ,Xk+m

)
= Ef(X0, . . . ,Xm))

= PX

(
lim

n→∞
1

n

n−1∑

k=0

f ◦ πm ◦ T k

)
=

∫
f ◦ πmdPX.

�

Der Ergodensatz liefert also insbesondere eine Verallgemainerung des starken
Gesetzes der großen Zahlen auf ergodische stationäre Prozesse. (Man beachte
hier, dass die Zufallsvariablen Xn im Allgemeinen nicht unabhängig sind.)
Zum Beweis von Satz 6.14 setzen wir

Xn := f ◦ Tn und Sn :=
n−1∑

k=0

Xk (n ∈ N0).

Insbesondere ist (Xn) ein reellwertiger stationärer Prozess mit X0 ∈ L1(P). Wir
setzen

Mn := max {0, S1, . . . , Sn} (n ∈ N).

Lemma 6.17. (Maximal-Ergodenlemma von Hopf)

E(X01lMn>0) ≥ 0, n ∈ N.

Beweis. Für 1 ≤ k ≤ n ist Mn ◦ T ≥ Sk ◦ T . Also ist

X0 +Mn ◦ T ≥ X0 + Sk ◦ T = Sk+1,

das heißt
X0 ≥ Sk+1 −Mn ◦ T, 1 ≤ k ≤ n.

Dies gilt auch für k = 0. Folglich ist

X0 ≥ max {S1, . . . , Sn} −Mn ◦ T (6.2)
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Außerdem ist

{Mn > 0}c
= {Mn = 0} ∩ {Mn ◦ T ≥ 0} ⊆ {Mn −Mn ◦ T ≤ 0} , (6.3)

deshalb erhalten wir, da T maßerhaltend (∗) ist,

EX01lMn>0 ≥
(6.2)

E(max {S1, . . . , Sn} −Mn ◦ T )1lMn>0

= E(Mn −Mn ◦ T )1lMn>0

≥
(6.3)

E(Mn −Mn ◦ T )

=
(∗)

0.

�

Beweis von Satz 6.14. Wegen E [X0|J]◦T = E [X0|J] fast sicher (Übungsaufgabe)
können wir o.B.d.A. E [X0|J] = 0 fast sicher annehmen (andernfalls betrachtet

man X̃n := Xn − E [X0|J] an Stelle von Xn, n ∈ N).
Dann ist nur

Z := lim sup
n→∞

1

n
Sn ≤ 0 fast sicher

zu zeigen (lim inf
n→∞

1
nSn ≥ 0 fast sicher folgt hieraus durch den Übergang von Xn

zu −Xn).
Sei ε > 0 beliebig und F := {Z > ε}. Dann ist also nur P(F ) = 0 zu zeigen.
Wegen Z ◦ T = Z ist F ∈ J. Wir setzen

Xε
n := (Xn − ε)1lF , Sε

n :=
n−1∑

k=0

Xε
k,

Mε
n := max {0, Sε

1 , . . . , S
ε
n} , Fn := {Mε

n > 0}
Offenbar ist F1 ⊆ F2 ⊆ F3 ⊆ . . . und

∞⋃

n=1

Fn =

{
sup

k

1

k
Sε

k > 0

}
=

{
sup

k

1

k
Sk > ε

}
∩ F = F.

Also gilt Fn ↑ F , und der Satz von Lebesgue über majorisierte Konvergenz
liefert

lim
n→∞

E(Xε
01lFn

) = E(Xε
01lF ) = EXε

0 .

Da das Maximal-Ergodenlemma von Hopf auf (Xε
n) angewandt werden kann,

gilt E(Xε
01lFn

) ≥ 0 für alle n. Also ist

0 ≤ EXε
0 = E((X0 − ε)1lF ) =

F∈J
E [E [X0 − ε|J] 1lF ] = −ε P(F )

und somit tatsächlich P(F ) = 0. �
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Satz 6.18. (Lp-Ergodensatz von Neumann) Seien T eine maßerhaltende Trans-
formation, p ≥ 1 und f ∈ Lp(P). Dann gilt.

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f ◦ T k = E [f |J] in Lp(P).

Beweis. Übungsaufgabe. Der Satz läßt sich nicht direkt mit majorisierter Kon-
vergenz aus dem individuellen Ergodensatz ableiten, da im Allgemeinen keine
p-fach integrierbare Majorante existiert.



Kapitel 7

Schwache Konvergenz von

Wahrscheinlichkeitsmaßen

7.1. Definition und erste Eigenschaften

Motivation: Sei (Sn)n∈N0
eine in 0 startende einfache symmetrische Irrfahrt auf

Z, das heißt Sn =
∑n

k=1Xk, wobei (Xn) eine Folge von unabhängigen identisch
verteilten Zufallsgrößen mit P(X1 = −1) = P(X1 = 1) = 1

2 ist. Der Zentrale
Grenzwertsatz besagt, dass die Verteilungen der Zufallsgrößen 1√

n
Sn für n→ ∞

schwach gegen die N (0, 1)-Verteilung konvegieren.
Betrachten wir den Prozess(Sn) auf dem Zeithorizont von 0 bis n, so ist dies eine
asymptotische Aussage über die Verteilung des Prozesses zum Endzeitpunkt n.
Dies sagt aber nichts über den zeitlichen Verlauf, die zufällige Dynamik, des
Prozesses bis zum Endzeitpunkt aus. Um die Dynamik zu erfassen, reskalieren
wir zusätzlich den Zeithorizont auf [0, 1] :
Wir betrachten die Punkte

(0, 0),

(
1

n
,

1√
n
S1(ω)

)
,

(
2

n
,

1√
n
S2(ω)

)
, dots,

(
n

n
,

1√
n
Sn(ω)

)

und verbinden diese stückweise linear:
Damit erhalten wir für jedes n einen stochastischen Prozess

Yn = (Yn(t))t∈[0,1]

mit stetigen Pfaden.
Die Verteilung von Yn(1) konvergiert schwach gegen N (0, 1).

Frage: Wie verhält sich die Verteilung des Prozesses Yn auf C [0, 1]? Gilt hierfür
eine unendlich-dimensionale Version des Zentralen Grenzwertsatzes?
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Seien dazu

(E, ̺) ein metrischer Raum und BE die zugehörige Borel-σ-Algebra,
P(E) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf (E,BE),
C(E) die Menge aller beschränkten stetigen Funktionen f : E −→ R.

Definition 7.1.

a) Seien µn, µ ∈ P(E). Man sagt, die Folge (µn) von Wahrscheinlichkeits-
maßen konvergiert schwach gegen das Wahrscheinlichkeitsmaß µ, falls für
alle f ∈ C(E) gilt:

lim
n→∞

∫
f dµn =

∫
f dµ.

Schreibweisen: µn
w−→ µ, µ = w - lim

n→∞
µn

b) Seien Xn,X (E,BE)-wertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,F,P). Man sagt, die Folge (Xn) konvergiert in Verteilung
gegen X, wenn die Verteilungen dieser Zufallsvariablen schwach konver-
gieren:

P ◦X−1
n

w−→ P ◦X−1.

Schreibweisen: Xn
d−→ X, L(Xn)

w−→ L(X).

Das folgende Lemma zeigt, dass der Grenzwert µ in (i) eindeutig bestimmt ist.

Behauptung 7.2. Für zwei Wahrscheinlichkeitsmaße µ, ν ∈ P(E) gelte für
alle f ∈ C(E)

∫
f dµ =

∫
f dν (7.1)

Dann ist µ = ν.

Beweis. Da die abgeschlossenen Mengen einen ∩-stabilen Erzeuger von BE bil-
den, genügt es µ(F ) = ν(F ) für alle abgeschlossenen Mengen F ⊆ E zu zeigen.
Sei deshalb F abgeschlossen und

fn(x) := e−n̺(x,F ), x ∈ E,n ∈ N.

Dann ist fn ∈ C(E) und fn ↓ 1lF . Mit dem Satz von Lebesgue folgt dann

µ(F ) = lim
n→∞

∫
fn dµ =

(7.1)
lim

n→∞

∫
fn dν = ν(F )

�

Satz 7.3. (Portmanteau-Theorem)
Seien µn, µ ∈ P(E). Folgende Aussagen sind äquivalent:
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(i) µn
w−→ µ;

(ii) lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ µ(F ) für alle abgeschlossenen F ⊆ E;

(iii) lim inf
n→∞

µn(G) ≥ µ(G) für alle offenen G ⊆ E;

(iv) lim
n→∞

µn(B) = µ(B) für alle b ∈ BE mit µ(∂B) = 0.

Beweis. Beweisschema: (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii) =⇒ (iv) =⇒ (ii)

”
(i) =⇒ (ii)“:

Seien F abgeschlossen und fm(x) := e−m̺(x,F ). Dann gilt fm ∈ C(E) und
fm ↓ 1lF . Damit folgt

µn(F ) ≤
∫
fm dµn

n→∞−→
(i)

∫
fm dµ,

das heißt

lim sup
n→∞

µn(F ) ≤
∫
fm dµ −→

m→∞
µ(F ).

”
(ii) ⇐⇒ (iii)“:

Offene und abgeschlossene Mengen gehen durch Komplementbildung auseinan-
der hervor.

”
(ii) + (iii) =⇒ (iv)“:

Sei B ∈ BE mit µ(∂B) = 0. Dann ist µ(B̊) = µ(B) = µ(B̄), und wir erhalten

lim sup
n→∞

µn(B) ≤ lim sup
n→∞

µn(B̄) ≤
(ii)

µ(B̄) = µ(B),

lim inf
n→∞

µn(B) ≥ lim inf
n→∞

µn(B̊) ≥
(iii)

µ(B̊) = µ(B).

Zusammen ergibt dies
lim

n→∞
µn(B) = µ(B).

”
(iv) =⇒ (ii)“:

Sei F ⊆ E abgeschlossen. Für bel. δ > 0 bezeichne F δ := {x ∈ E : ̺(x, F ) ≤ δ}
die abgeschlossene δ-Umgebung von F . Wegen ∂F δ ⊆ {x ∈ E : ̺(x, F ) = δ}
sind die Ränder ∂F δ, δ > 0, paarweise disjunkt. Deshalb ist die Menge

{
δ > 0 : µ(∂F δ) > 0

}
=

∞⋃

m=1

{
δ > 0 : µ(∂F δ) >

1

m

}

höchstens abzählbar, da
{
δ > 0 : µ(∂F δ) > 1

m

}
endlich ist, und es existiert eine

Folge (δm) mit δm ↓ 0 und µ(∂F δm) = 0 für alle m. Damit folgt

lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ lim sup
n→∞

µn(F δm) =
(iv)

µ(F δm), m ∈ N.
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”
(ii) =⇒ (i)“:

Sei f ∈ C(E). Wir setzen o.B.d.A. 0 < f < 1 vorraus. (Dies kann durch lineare

Transformation f̃ = af + b erreicht werden.) Die Mengen

F
(m)
k :=

{
x ∈ E : f(x) ≥ k

m

}
(k = 0, 1, . . . ,m;m ∈ N)

sind abgeschlossen und wegen

m∑

k=1

k − 1

m
1l{ k−1

m
≤f< k

m} ≤ f ≤
m∑

k=1

k

m
1l{ k−1

m
≤f< k

m}

und F
(m)
m = ∅ gilt, da 1l{ k−1

m
≤f< k

m} = 1l
F

(m)
k−1

− 1l
F

(m)
k

, dass

1

m

m−1∑

k=1

1l
F

(m)
k

≤ f ≤ 1

m

m−1∑

k=0

1l
F

(m)
k

.

Damit erhalten wir

lim sup
n→∞

∫
f dµn ≤ 1

m

m−1∑

k=0

lim sup
n→∞

µn(F
(m)
k )

=
(ii)

1

m

m−1∑

k=0

µ(F
(m)
k )

≤ 1

m
+

∫
f dµ.

Für m→ ∞ folgt hieraus

lim sup
n→∞

∫
f dµn ≤

∫
f dµ.

Da dies auch für 1 − f statt f gilt, erhalten wir

lim inf
n→∞

∫
f dµn ≥

∫
f dµ,

und die Behauptung folgt. �

Lemma 7.4. Sei E ⊆ BE ein ∩-stabiles Mengensystem mit der Eigenschaft,
dass sich jede offene Menge als höchstens abzählbare Vereinigung von Mengen
aus E darstellen lässt. Dann gilt für beliebige µn, µ ∈ P(E):

lim
n→∞

µn(A) = µ(A) ∀A ∈ E =⇒ µn
w−→ µ.
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Beweis. Wir benutzen die Aussage (iii) des Portmanteau-Theorems für offe-
ne Mengen. Sei also G offen und ε > 0 beliebig gewählt. Dann existieren
A1, ..., Am ∈ E mit

m⋃

k=1

Ak ⊆ G und µ

(
m⋃

k=1

Ak

)
≥ µ(G) − ε.

Gemäß dem Einschluß-Ausschlußprinzip gilt

µn

(
m⋃

k=1

Ak

)
=

m∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤j1<...<jk≤m

µn(Aj1 ∩ · · · ∩Ajk︸ ︷︷ ︸
∈E

)

und damit erhalten wir

lim
n→∞

µn

(
m⋃

k=1

Ak

)
= µ

(
m⋃

k=1

Ak

)
.

Also gilt

lim inf
n→∞

µn(G) ≥ lim
n→∞

µn

(
m⋃

k=1

Ak

)
= µ

(
m⋃

k=1

Ak

)
≥ µ(G) − ε.

Da ε > 0 beliebig klein gewählt werden kann, folgt hieraus die gewünschte
Ungleichung. �

Behauptung 7.5. Seien µn, µ ∈ P(R) und Fn, F die zugehörigen Verteilungs-
funktionen. Dann gilt

µn
w−→ µ ⇐⇒ Fn(t) −→ F (t) für alle t ∈ R, in denen F stetig ist.

Beweis.

”
=⇒“:

Sei F in t stetig. Dann ist

µ(∂(−∞, t]) = µ({t}) = F (t) − F (t− 0) = 0.

Deshalb können wir die Aussage (iv) des Portmanteau-Theorems benutzen und
erhalten

lim
n→∞

Fn(t) = lim
n→∞

µn((−∞, t]) = µ((−∞, t]) = F (t).

”
⇐=“:

Da höchstens abzählbar viele t ∈ R mit µ({t}) 6= 0 existieren ist

E := {(a, b] : µ({a}) = µ({b}) = 0}
= {(a, b] : F stetig in a und b}
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ein Mengensystem, das die Vorraussetzungen von Lemma 7.4 erfüllt. Insbeson-
dere gilt für (a, b] ∈ E:

lim
n→∞

µn((a, b]) = lim
n→∞

(Fn(b) − Fn(a)) = F (b) − F (a) = µ((a, b]).

Also folgt µn
w−→ µ. �

Bemerkung 7.6. Für beliebige xn, x ∈ E gilt

xn −→ x in E ⇐⇒ δxn

w−→ δx in P(E).

Tatsächlich, aus xn −→ x folgt für beliebige f ∈ C(E)
∫
f dδxn

= f(xn) −→ f(x) =

∫
f dδx.

Gelte umgekehrt δxn

w−→ δx. Da die Funktion f(y) := e−̺(y,x) stetig und be-
schränkt ist folgt

e−̺(xn,x) =

∫
f dδxn

−→
∫
f dδx = e−̺(x,x) = 1,

das heißt ̺(xn, x) −→ 0.

Behauptung 7.7. Seien (E, ̺) und (E′, ̺′) metrische Räume und h : E −→ E′

eine stetige Abbildung. Dann gilt für beliebige µn, µ ∈ P(E):

µn
w−→ µ in P(E) =⇒ µn ◦ h−1 w−→ µ ◦ h−1 in P(E′).

Beweis. Angenommen µn
w−→ µ. Für beliebige f ∈ C(E′) ist f ◦ h ∈ C(E) und

folglich gilt mit dem Integraltransformationssatz
∫

E′

f dµn ◦ h−1 =

∫

E

f ◦ h dµn −→
∫

E

f ◦ h dµ =

∫

E′

f dµ ◦ h−1.

�

Für unstetige h gilt diese Aussage im Allgemeinen nicht (vergleiche Bemerkung
7.6). Ist h : E −→ E′ Borel-messbar, so ist die Menge der Unstetigkeitsstellen

Dh := {x ∈ E : h unstetig in x}

BE-messbar und es gilt die folgende Verallgemeinerung der Behauptung 7.7.

Satz 7.8. (ohne Beweis)
Seien (E, ̺) und (E′, ̺′) metrische Räume, die Abbildung h : E −→ E′ Borel-
messbar und Dh die Menge der Unstetigkeitsstellen von h. Dann gilt für beliebige
µn, µ ∈ P(E) mit µ(Dh) = 0:

µn
w−→ µ =⇒ µn ◦ h−1 w−→ µ ◦ h−1.
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Lemma 7.9. Seien (E1, ̺1) und (E2, ̺2) separable metrische Räume. Dann ist
E := E1 ×E2 versehen mit der Metrik

̺((x1, x2), (y1, y2)) = ̺1(x1, y1) + ̺2(x2, y2), (x1, x2), (y1, y2) ∈ E,

ein separabler metrischer Raum, und es gilt

BE = BE1
⊗ BE2

.

Beweisskizze. Man zeigt leicht, dass ̺ eine Metrik ist. Sind
{
x

(1)
m : m ∈ N

}

und
{
x

(2)
n : n ∈ N

}
Separabilitätsmengen in E1 bzw. E2 (das heißt abzählbare

dichte Teilmengen), so ist
{
(x

(1)
m , x

(2)
n ) : m,n ∈ E

}
eine Separabilitätsmenge

in E. Also ist E separabel.
Die Mengen der Gestalt G1 ×G2 mit G1 und G2 offen in E1 bzw. E2 erzeugen
die σ-Algebra BE1

⊗ BE2
und sind offen. Deshalb ist BE1

⊗ BE2
⊆ BE .

Sind E1 und E2 separabel, so läßt sich jede offene Menge in E als abzählbare
Vereinigung von Mengen der Gestalt G1 ×G2 mit G1 und G2 offen in E1 bzw.
E2 darstellen. Folglich ist BE ⊆ BE1

⊗ BE2
. �

Definition 7.10. Seien Xn,X Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichleitsraum (Ω,F,P) mit Werten in einem separablen metrischen Raum
(E, ̺). Man sagt, die Folge (Xn) konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X,
falls für alle ε > 0 gilt:

lim
n→∞

P(̺(Xn,X) > ε) = 0

Schreibweise: Xn
P−→ X.

Das Lemma 7.9 garantiert, dass für separable metrische Räume E die Abbildung
̺ : E ×E −→ R bezüglich BE ⊗ BE (und nicht nur bezüglich BE×E) messbar
und folglich ̺(Xn,X) in obiger Definition eine Zufallsgröße ist.

Behauptung 7.11. Seien Xn,X Zufallsvariablen mit Werten in einem sepa-
rablen metrischen Raum (E, ̺). Dann gilt

Xn
P−→ X =⇒ Xn

d−→ X.

Beweis. Es gelte Xn
P−→ X. Wir wählen eine abgeschlossene Menge F ⊆ E und

ε > 0 beliebig. Wie früher bezeichnen wir mit F ε := {x ∈ E : ̺(x, F ) ≤ ε}
die abgeschlossene ε-Umgebung von F .
Dann gilt die Abschätzung

P(Xn ∈ F ) ≤ P(X ∈ F ǫ + P(̺(Xn,X) > ε)

und folglich da P(̺(Xn,X) > ε) −→ 0 für n→ ∞

lim sup
n→∞

P(Xn ∈ F ) ≤ P(X ∈ F ε).
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Wegen F ε ↓ F 0 = F für ε ↓ 0 (und der Abgeschlossenheit von F ) folgt hieraus

lim sup
n→∞

P(Xn ∈ F ) ≤ P(X ∈ F ).

Deshalb liefert die Aussage (ii) des Portmanteau-Theorems (siehe Satz 7.3) die

gewünschte Konvergenz Xn
d−→ X. �

Behauptung 7.12. Seien X,Xn,X
′
n Zufallsvariablen mit Werten in einem

separablen metrischen Raum (E, ̺). Dann gilt

Xn
d−→ X und ̺(Xn,X

′
n)

P−→ 0 =⇒ X ′
n

d−→ X.

Beweis. Seien F abgeschlossen, ε > 0 und F ε die abgschlossene ε-Umgebung
von F . Dann gilt

P(X ′
n ∈ F ) ≤ P(Xn ∈ F ε) + P(̺(X ′

n,Xn) > ε).

Unter Benutzung der Aussage (ii) des Portmanteau-Theorems folgt

lim sup
n→∞

P(X ′
n ∈ F ) ≤ lim sup

n→∞
P(Xn ∈ F ε) ≤ P(X ∈ F ε)

Wegen F ε ↓ F für ε ↓ 0 (und der Abgeschlossenheit von F ) ist also

lim sup
n→∞

P(X ′
n ∈ F ) ≤ P(X ∈ F )

und eine nochmalige Anwendung des Portmanteau-Theorems liefert die gewünsch-

te Konvergenz X ′
n

d−→ X. �

7.2. Schwache Kompaktheit und Straffheit

Behauptung 7.13. Sei (E, ̺) ein vollständiger separabler metrischer Raum
und µ ∈ P(E). Dann existiert zu jedem ε > 0 eine kompakte Menge K ⊆ E
mit µ(Kε) < ε. (Das heißt µ ist auf einer σ-kompakten Menge konzentriert: Es
existiert eine Folge (Kn) kompakter Mengen mit µ(

⋃
n
Kn) = 1.)

Unendlich-dimensionale Hilbert- und Banachräume sind im Allgemeinen nicht
σ-kompakt. In solchen Räumen sind σ-kompakte Mengen

”
sehr dünn“.

Beweis. Seien µ ∈ P(E) und ε > 0 beliebig gewählt.
Da E separabel ist, findet man zu jedem n ∈ N eine Folge (Bnk)k∈N offener
Kugeln vom Radius 1/n, die E überdecken. Insbesondere existiert zu jedem
n ∈ N ein Nn mit

µ(
⋃

k≤Nn

Bnk) > 1 − ε2−n.
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Die Menge
∞⋂

n=1

⋃

k≤Nn

Bnk

ist relativkompakt, das heißt sie besitzt eine kompakte Abschließung K. Tat-
sächlich, für jedes beliebige δ > 0 läßt sich diese Menge durch endlich viele
offene δ-Kugeln überdecken (

”
Existenz eines endlichen δ-Netzes“), und da E

vollständig ist, impliziert dies die relative Kompaktheit dieser Menge. Außerdem
gilt

µ(Kc) ≤ µ(
∞⋃

n=1

⋂

k≤Nk

Bc
nk) <

∞∑

n=1

ε2−n = ε.

�

Definition 7.14. Sei (E, ̺) ein metrischer Raum.

a) Eine Menge Γ ⊆ P(E) heißt (sequentiell schwach) relativkompakt , wenn
man aus jeder Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen in Γ eine schwach kon-
vergente Teilfolge auswählen kann. Liegt der Grenzwert jeder solchen Teil-
folge in Γ, so nennt man Γ (sequentiell schwach) kompakt .

b) Eine Menge Γ ⊆ P(E) heißt straff (englisch
”
tight“), wenn zu jedem ε > 0

eine kompakte Menge K ⊆ E existiert sodass für alle µ ∈ Γ

µ(Kc) < ε.

Bemerkung 7.15.

1. Ist (E, ̺) vollständig und separabel, so ist jedes Wahrscheinlichkeitsmaß
auf (E,BE) straff (Behauptung 7.13).

2. Ist E kompakt, so ist P(E) straff.

3. P(R) ist nicht straff, da {δn : n ∈ N} nicht straff ist.

Satz 7.16. (Prokhorov) (ohne Beweis)
Sei (E, ̺) ein vollständiger separabler metrischer Raum und Γ ⊆ P(E). Dann
gilt

Γ relativkompakt ⇐⇒ Γ straff

Um den Satz von Prokhorov anzuwenden, benötigt man Straffheitkriterien für
konkrete metrische Räume (E, ̺). Für uns ist die Konvergenz in Verteilung von
Folgen stochastischer Prozesse mit stetigen Pfaden besonders interessant.
Deshalb betrachten wir den vollständigen separablen metrischen Raum

C = C[0, 1] der stetigen Funktionen x : [0, 1] −→ R

mit der Supremumsmetrik

̺(x, y) := sup
t∈[0,1]

|x(t) − y(t)| , x, y ∈ C.
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Wir benötigen zunächst eine Charakterisierung der kompakten Teilmengen von
C. Hierzu führen wir das Stetigkeitsmodul wx einer Funktion x ∈ C ein:

wx(δ) := sup
s,t∈[0,1]

|s−t|<δ

|x(s) − x(t)| , δ > 0.

Da x gleichmäßig stetig ist, gilt wx(δ) ↓ 0.

Satz 7.17. (Arzelá-Ascoli)
Eine Menge K ⊆ C ist genau dann relativkompakt, wenn die beiden folgenden
Aussagen erfüllt sind:

(i) sup
x∈K

|x(0)| <∞;

(ii) lim
δ↓0

sup
x∈K

wx(δ) = 0.

(
”
Gleichmäßige Beschränktheit und gleichgradige Stetigkeit der Menge der Funk-

tionen aus K“.)

Satz 7.18. Eine Menge Γ ⊆ P(C) ist genau dann straff, wenn die beiden fol-
genden Bedingungen erfüllt sind:

(i) lim
a→∞

sup
µ∈Γ

µ({x : |x(0) > a|}) = 0;

(ii) lim
δ↓0

sup
µ∈Γ

µ({x : wx(δ) > ε}) = 0, ∀ε > 0.

Beweis.

”
=⇒“:

Sei Γ ⊆ P(C) straff und ε > 0. Dann existiert eine Folge (Kn) kompakter
Teilmengen in C mit

lim
n→∞

sup
µ∈Γ

µ(Kc
n) = 0.

Nach dem Satz von Arzelá-Ascoli existieren zu jedem n Zahlen an, δn > 0 mit

Kn ⊆ {x : |x(0)| ≤ an} , Kn ⊆ {x : wx(δn) ≤ ε} .

Daraus folgt
sup
µ∈Γ

µ({x : |x(0)| > an}) ≤ µ(Kc
n) −→

n→∞
0

und
sup
µ∈Γ

µ({x : wx(δn) > ε}) ≤ µ(Kc
n) −→

n→∞
0.

Dies impliziert (i) und (ii).
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”
⇐=“:

Seien (i) und (ii) erfüllt und ε > 0 beliebig vorgegeben. Dann existiert ein a > 0,
so dass

sup
µ∈Γ

µ({x : |x(0)| > a}) < ε

2
mit {x : |x(0)| > a} =: Ac

ist. Außerdem findet man zu jedem k ∈ N ein δk > 0 mit δk ↓ 0 und

sup
µ∈Γ

µ

({
x : wx(δk) >

1

k

})
<
ε

2
2−k mit

{
x : wx(δk) >

1

k

}
=: Ac

k.

Die Menge K := A ∩ ⋂∞
k=1Ak ist abgeschlossen (als Durchschnitt abgeschlos-

sener Mengen) und erfüllt die Vorraussetzungen (i) und (ii) des Satzes von
Arzelá-Ascoli. Also ist K kompakt. Außerdem gilt

sup
µ∈Γ

µ(Kc) ≤ sup
µ∈Γ

(µ(Ac) +
∞∑

k=1

µ(Ac
k)) <

ε

2
+

∞∑

k=1

ε

2
2−k = ε.

Das heißt zu beliebigem ε > 0 findet man eine kompakte Menge K ⊆ C mit

sup
µ∈Γ

µ(Kc) < ε.

Mit anderen Worten Γ ist straff. �

Das folgende hinreichende Kriterium ist für Anwendungen oft komfortabler.

Satz 7.19. Für die Straffheit einer Menge Γ ⊆ P(C) sind folgende Bedingungen
hinreichend.

(i) lim
a→∞

sup
µ∈Γ

µ({x : |x(0)| > a}) = 0,

(ii) lim
δ↓0

sup
µ∈Γ

sup
s∈[0,1]

1
δµ

({
x : sup

0≤t−s<δ
|x(t) − x(s)| > ε

})
= 0, für alle ε > 0

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass aus der Bedingung (ii) die Bedingung (ii) des
Satzes 7.18 folgt. Zunächst gilt

wx(δ) = sup
s∈[0,1]

0≤t−s≤δ

|x(t) − x(s)|

= max
1≤i<δ−1

sup
s∈[(i−1)δ,iδ]

0≤t−s≤δ

|x(t) − x(s)|

Benutzen wir dabei die Abschätzung

|x(t) − x(s)| ≤ |x(t) − x((i− 1)δ)| + |x(s) − x((i− 1)δ)| , falls t ∈ [(i− 1)δ, iδ],

und

|x(t) − x(s)| ≤ |x(t) − x(iδ)| + |x(iδ) − x((i− 1)δ)| + |x(s) − x((i− 1)δ)| .
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Falls t ∈ [iδ, (i+ 1)δ], so folgt

wx(δ) ≤ 3 max
1≤i<δ−1

sup
t∈[(i−1)δ,iδ]

|x(t) − x((i− 1)δ)| .

Deshalb ist, da

µ

({
x : sup

t∈[(i−1)δ,iδ]

|x(t) − x(s)| > ε

3

})

≤ δ sup
s∈[0,1]

1

δ
µ

({
x : sup

0≤t−s≤δ
|x(t) − x(s)| > ε

3

})

µ({x : wδ(x) > ε}) ≤
∑

1≤i<δ−1

µ

({
x : sup

t∈[(i−1)δ,iδ]

|x(t) − x(s)| > ε

3

})

≤ sup
s∈[0,1]

1

δ
µ

({
x : sup

0≤t−s≤δ
|x(t) − x(s)| > ε

3

})
.

Nach Vorraussetzung (ii) konvergiert der Ausdruck auf der rechten Seite für
δ ↓ 0 gleichmäßig in µ ∈ Γ gegen 0, woraus die Vorraussetzung (ii) des Satzes
7.18 folgt. �

Wie früher bezeichnen wir mit πt1,...,tr
: C[0, 1] −→ Rr (0 ≤ t1 < · · · < tr ≤ 1)

die endlich-dimensionale Projektion definiert durch

πt1,...,tr
(x) = (x(t1), . . . , x(tr)), x ∈ C[0, 1].

Der folgende Satz erhellt, wie man die Straffheit zum Studium der schwachen
Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen einsetzen kann.

Satz 7.20. Seien µn, µ ∈ P(C). Dann gilt µn
w−→ µ denau dann, wenn folgende

Bedingungen erfüllt sind:

(i) µn ◦ π−1
t1,...,tr

w−→ µ ◦ π−1
t1,...,tr

für alle r ∈ N und 0 ≤ t1 < · · · < tr ≤ 1.
(Schwache Konvergenz der endlichen-dimensionalen Verteilungen);

(ii) {µn : n ∈ N} ist straff.

Beweis.

”
=⇒“:

Wegen der Stetigkeit der Projektionen folgt die Behauptung (i) aus Behauptung
7.7. Da jede konvergente Folge relativkompakt ist, liefert der Satz von Prokho-
rov (Satz 7.16) sofort die Straffheit von {µn : n ∈ N}

”
⇐=“:

Aus (ii) folgt mit dem Satz von Prokhorov (Satz 7.16) die relative Kompaktheit
von {µn : n ∈ N}. Würde (µn) nicht schwach konvergieren, gäbe es deshalb zwei
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Teilfolgen (µ′
n) und (µ′′

n) mit µ′
n

w−→ µ′ und µ′′
n

w−→ µ′′ fur gewisse µ′, µ′′ ∈ P(C)
mit µ′ 6= µ′′. Da aber die endlich-dimensionalen Projektionen stetig sind, folgt
aus (i), dass die endlich-dimensionalen Projektionen von µ′ und µ′′ mit denen
von µ übereinstimmen. Hieraus folgt µ′ = µ′′ = µ (was ein Widerspruch zur
Annahme ist). (Die Algebra der Zylindermengen erzeugt BC, Übungsaufgabe).
Also konvergiert (µn) schwach gegen µ. �

Bemerkung 7.21. Im Beweis wurde folgende leicht zu beweisende Eigenschaft
der schwachen Konvergenz benutzt: Kann man aus jeder Teilfolge einer Folge
von Wahrscheinlichkeitsmaßen eine schwach konvergente Teilfolge auswählen
und besitzen alle diese Teilfolgen den gleichen Grenzwert, so konvergiert die
gesamte Folge. (Dies gilt für Konvergenz in metrischen Räumen aber z.B. nicht
für die nicht metrisierbare Konvergenz fast sicher von Zufallsgrößen.)

7.3. Der Satz von Donsker und seine

Anwendungen

Wir betrachten in leicht verallgemeinerter Form das bereits in der Motivation
in Abschnitt 7.1 skizzierte Beispiel.

Gegeben sei eine Folge (Xn)n∈N unabhängiger, identisch verteilter Zufallsgrößen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F,P) mit

EX1 = 0, 0 < σ2 := EX2
1 <∞.

Mit

Sn :=
n∑

k=1

Xk, n ∈ N0,

bezeichnen wir die zugehörigen Partialsummen. Dann wird für jedes n ∈ N

durch

Yn(t) :=
1

σ
√
n

(
S[nt] + (nt− [nt])X[nt]+1

)
, t ∈ [0, 1],

wobei (nt− [nt])X[nt]+1 die lineare Interpolation zwischen S[nt] und S[nt]+1 be-
schreibt, eine Zufallsvariable Yn mit Werten in (C,BC) definiert.

Mit W bezeichnen wir das Wienermaß, das heißt die Verteilung des Wiener-
prozesses auf (C,BC).

Satz 7.22. (Donsker)
Unter den obigen Vorraussetzungen gilt

P ◦ Y −1
n

w−→ W für n→ ∞.

(Das heißt die Folge (Yn) stochastischer Prozesse konvergiert auf (C,BC) in Ver-
teilung gegen einen aufdas Zeitintervall [0, 1] eingeschränkten Wienerprozess.)
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Beweis. Der Beweis beruht auf einer Anwendung von Satz 7.20. Hierzu sei
W = (Wt)t∈[0,1] ein Wienerprozess (o.B.d.A. ebenfalls auf (Ω,F,P) definiert).

1o Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen
Sei 0 ≤ t1 < · · · < tr ≤ 1 und t0 := 0. Es ist

(Yn(t1), . . . , Yn(tr))
d−→ (Wt1 , . . . ,Wtr

) für n→ ∞

zu zeigen. Wir beweisen

(Yn(t1) − Yn(t0), . . . , Yn(tr) − Yn(tr−1))
d−→ (Wt1 −Wt0 , . . . ,Wtr

−Wtr−1
),(7.2)

woraus die obige Aussage durch lineare (und damit auch stetige) Transformati-
on mit Hilfe der Matrix




1 0 · · · 0 0
1 1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

1 1 · · · 1 0
1 1 · · · 1 1




folgt (vergleiche Behauptung 7.7). Nun ist

Yn(t) = Y ′
n(t) + Y ′′

n (t)

mit

Y ′
n(t) :=

1

σ
√
n
S[nt] und Y ′′

n (t) :=
(nt− [nt])

σ
√
n

X[nt]+1.

Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes gilt

Y ′
n(tk) − Y ′

n(tk−1)
d−→Wtk

−Wtk−1
(7.3)

für k = 1, . . . , n. Tatsächlich,

S[ntk] − S[ntk−1]

σ
√

[ntk] − [ntk−1]

konvergiert für n→ ∞ in Verteilung gegen eine Standardnormalverteilung und
([ntk]−[ntk−1])/n −→ tk−tk−1. DaWtk

−Wtk−1
N (0, tk−tk−1)-verteilt ist, folgt

hieraus (zum Beispiel mit Verteilungsfunktionen) leicht die Behauptung (7.3).
Da die Zuwächse auf der linken und der rechten Seite von (7.3) für verschiedene
k unabhängig sind, erhält man hieraus (zum Beispiel mit charakteristischen
Funktionen) die Konvergenz

(Y ′
n(t1) − Y ′

n(t0), . . . , Y
′
n(tr) − Y ′

n(tr−1))
d−→ (Wt1 −Wt0 , . . . ,Wtr

−Wtr−1
).(7.4)

Mit der Chebyshev-Ungleichung erhält man

Y ′′
n (tk)

P−→ 0 für n→ ∞
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(k = 0, 1, . . . , r) und folglich

(Y ′′
n (t1) − Y ′′

n (t0), . . . , Y
′′
n (tr) − Y ′′

n (tr−1))
P−→ 0 für n→ ∞. (7.5)

2o Straffheit der Folge (Yn)
Wir benutzen das hinreichende Straffheitskriterium aus Satz 7.19:

(i) lim
a→∞

sup
n

P (|Yn(0)| > a) = 0;

(ii) lim
δ↓∞

lim sup
n→∞

sup
s∈[0,1]

1
δ P

(
sup

0≤t−s≤δ
|Yn(t) − Yn(s)| > ε

)
= 0, ∀ε > 0.

(Dabei haben wir in der Formulierung von (ii) supn durch lim supn→∞ ersetzt.
Dies kann man für Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaßen im Satz 7.18 machen
(da die enstsprechende Bedingung für jedes individuelle n erfüllt ist) und dies
überträgt sich dann auf den Beweis von Satz 7.19.)
Wir merken an, dass

sup
0≤t−s≤δ

|Yn(t) − Yn(s)|

durch ein entprechendes Maximum über zu s und t benachbarte Interpolations-
punkte nach oben abgeschätzt werden kann. Genauer, für jeden Pfad Yn(.) ist
entweder

sup
0≤t−s≤δ

|Yn(t) − Yn(s)| ≤ max
0≤l≤nδ+2

∣∣∣∣
S[ns]+l − S[ns]

σ
√
n

∣∣∣∣

oder ≤ max
0≤l≤nδ+2

∣∣∣∣
S[ns]+1+l − S[ns]+1

σ
√
n

∣∣∣∣ .

Deshalb erhalten wir

sup
s∈[0,1]

P

(
sup

0≤t−s≤δ
|Yn(t) − Yn(s)| > ε

)

≤ 2 sup
0≤k≤n

P

(
max

0≤l≤[nδ]+2
|Sk+l − Sk| > εδ

√
n

)

= 2P

(
max

0≤l≤[nδ]+2
|Sl| > εδ

√
n

)

= 2P

(
max

0≤l≤[nδ]+2

∣∣∣∣∣
Sl

σ
√

[nδ] + 2

∣∣∣∣∣ > ε

√
n

[nδ] + 2

)

Wir benutzen nun die Ungleichung

P

(
max

0≤l≤m

∣∣∣∣
Sl

σ
√
m

∣∣∣∣ ≥ λ

)
≤ 2P

(∣∣∣∣
Sm

σ
√
m

∣∣∣∣ ≥ λ−
√

2

)
(7.6)
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(λ > 0, m ∈ N), die wir weiter unten beweisen. Damit folgt mit dem Zentralen
Grenzwertsatz (∗)

P

(
max

0≤l≤[nδ]+2

∣∣∣∣∣
Sl

δ
√

[nδ] + 2

∣∣∣∣∣ ≥ ε

√
n

[nδ] + 2

)

≤ 2P

(∣∣∣∣∣
S[nδ]+2

δ
√

[nδ] + 2

∣∣∣∣∣ > ε

√
n

[nδ] + 2
−
√

2

)

n→∞−→
(∗)

4
√

2π
∞∫

ε√
δ
−
√

2

e−x2/2 dx

Setzen wir die obigen Teilergebnisse zusammen, so erhalten wir schließlich

lim sup
n→∞

sup
s∈[0,1]

1

δ
P

(
sup

0≤t−s≤δ
|Yn(t) − Yn(s)| > ε

)
≤ 8√

2π

1

δ

∞∫

ε√
δ
−
√

2

e−x2/2 dx (7.7)

Wegen
∞∫

a

e−x2/2 dx ≤ 1

a

∞∫

a

xe−x2/2 dx =
1

a
e−a2/2, a > 0,

konvergiert der Ausdruck auf der rechten Seite von (7.7) für δ > 0 gegen 0. Dies
beweist die Bedingung (ii).

Es bleibt die Ungleichung (7.6) zu beweisen. Hierzu sei o.B.d.A. λ >
√

2. Wir
betrachten die Ereignisse

Ai :=

{
max
j<i

∣∣∣∣
Sj

σ
√
m

∣∣∣∣ < λ ≤
∣∣∣∣
Si

σ
√
m

∣∣∣∣
}

(i = 1, ...,m)

Dann gilt

P

(
max
i≤m

∣∣∣∣
Si

σ
√
m

∣∣∣∣ ≥ λ

)
≤ P

(∣∣∣∣
Sm

σ
√
m

∣∣∣∣ ≥ λ−
√

2

)

+
m−1∑

i=1

P

(
Ai ∩

{∣∣∣∣
Sm

σ
√
m

∣∣∣∣ < λ−
√

2

})

Da aus |Si/(σ
√
m)| ≥ λ und |Sm/σ

√
m| < λ−

√
2 die Ungleichung

∣∣(Sm − Si)/(σ
√
m)
∣∣ ≥

√
2

folgt, erhalten wir wegen der Unabhängigkeit (*), der Chebyshevschen Unglei-
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chung (**) und da E

(
Sm−Si

σ
√

m

)2

≤ 1

P

(
Ai ∩

{∣∣∣∣
Sm

σ
√
m

∣∣∣∣ < λ−
√

2

})
≤ P

(
Ai ∩

{∣∣∣∣
Sm − Si

σ
√
m

∣∣∣∣ >
√

2

})

=
(∗)

P(Ai)P

(∣∣∣∣
Sm − Si

σ
√
m

∣∣∣∣ >
√

2

)

=
(∗∗)

1

2
P(Ai)E

(
Sm − Si

σ
√
m

)2

≤ 1

2
P(Ai)

Also gilt

m−1∑

i=1

P

(
Ai ∩

{∣∣∣∣
Sm

σ
√
m

∣∣∣∣ < λ−
√

2

})
≤ P

(
max
i≤m

∣∣∣∣
Si

σ
√
m

∣∣∣∣ ≥ λ

)
.

Durch Einsetzen in (7.8) und
”
Auflösen“ der erhaltenen Ungleichung folgt die

Abschätzung (7.6). �

Beispiel 7.23. Der Zentrale Grenzwertsatz als Spezialfall des Satzes von Donsker:
Da die Projektion π1 : C[0, 1] −→ R stetig ist, folgt aus dem Satz von Donsker

P ◦ Y −1
n ◦ π−1

1
w−→ P ◦W−1 ◦ π−1

1

(Behauptung 7.7), das heißt

π1 ◦ Yn
d−→ π1 ◦W.

Wegen π1 ◦ Yn = Yn(1) = Sn

σ
√

n
, π1 ◦ W = W1 und der Tatsache, dass W1

standardnormalverteilt ist, ist dies nichts anderes als die Aussage des Zentralen
Grenzwertsatzes:

Sn

σ
√
n

d−→W1.

Wir zeigen nun, wie man aus Aussagen für einfache symmetrische Irrfahrten auf
analoge Aussagen für den Wienerprozess schließen kann.

Beispiel 7.24. (Reflektionspronzip)
Wir betrachten den Spezialfall

P(Xn = −1) = P(Xn = +1) =
1

2
,

das heißt (Sn) ist eine einfache symmetrische Irrfahrt mit S0 := 0. Für diese gilt
das Reflektionsprinzip

P

(
max

0≤k≤n
Sk ≥ m

)
= 2P(Sn > m) ∗ P(Sn = m), m ∈ N.
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Fallunterscheidung : Sn < m (reflektierten Pfad benutzen),

Sn > m und Sn = m

reflektierter Pfad

m

n

Mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes folgt hieraus leicht

lim
n→∞

P

(
max

0≤k≤n

Sk

σ
√
n
≥ a

)
= 2 lim

n→∞
P

(
Sn

σ
√
n
≥ a

)

= max
t∈[0,1]

Yn(t)

= 2P(W1 ≥ a),

das heißt

lim
n→∞

P

(
max

t∈[0,1]
Yn(t) >

(=)
a

)
= P

(
W1 >

(=)
a

)
, a > 0. (7.8)

(Das Gleichheitszeichen kann weggelassen werden, da der Ausdruck auf der rech-
ten Seite stetig von a abhängt.)
Die Abbildung F : C[0, 1] −→ R definiert durch

F (x) := max
t∈[0,1]

x(t), x ∈ C[0, 1],

ist stetig. Deshalb liefert eine Kombination des Satzes von Donsker mit der
Behauptung 7.7 die Konvergenz

P ◦ Y −1
n ◦ F−1 w−→ P ◦W−1 ◦ F,

das heißt

max
t∈[0,1]

Yn(t) = F ◦ Yn
d−→ F ◦W = max

t∈[0,1]
Wt.
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In Termini der zugehörigen Verteilungsfunktionen ist dies gleichbedeutend mit

lim
n→∞

P

(
max

t∈[0,1]
Yn(t) > a

)
= P

(
max
t∈[0,1]

Wt > a

)
, a > 0. (7.9)

Ein Vergleich von (7.8) und (7.9) liefert

P

(
max
t∈[0,1]

Wt > a

)
= 2P(W1 > a), a > 0.

Eine Verallgemeinerung des Beweises auf beliebige Zeitintervalle [0, T ], T > 0,
oder eine zusätzliche Anwendung der Skalierungsinvarianz des Wienerprozesses
(Übungsaufgabe) liefert das Reflektionsprinzip für den Wienerprozess:

P

(
max

t∈[0,T ]
Wt >

(=)
a

)
= 2P(WT >

(=)
a) (T > 0, a > 0).

a

W

t

reflektierter Pfad

T

t

Fallunterscheidung WT < a (Reflektion des Pfades) und WT > a
(P(WT = a = 0))
Die Heuristik dieses Bildes läßt sich nicht so einfach zu einem Beweis ausbauen,
da der Zeitpunkt des ersten Erreichens von a zufällig (und nicht diskret) ist.

Beispiel 7.25. (Arcsin-Gesetze)
Die beiden Arcsin-Gesetze für einfache symmetrische Irrfahrten (Sn) lassen sich
ebenfalls mit dem Satz von Donsker auf den Wienerprozess übertragen. So folgt
etwa aus

lim
n→∞

P

(
# {k ≤ n : Sk > 0}

n
≤ a

)
=

2

π
arcsin

√
a, 0 ≤ a ≤ 1.

die Aussage

P(λ({t ∈ [0, 1] : Wt > 0}) ≤ a) =
2

π
arcsin

√
a, 0 ≤ a ≤ 1,

das heißt das Lebesgue-Maß aller Punkte, in denen der Wienerprozess auf [0, 1]
positiv ist, besitzt eine Arcsin-Verteilung. Hierzu benutzt man das Funktional

F (x) := λ({t ∈ [0, 1] : x(t) > 0}), x ∈ C[0, 1].



116 Kapitel 7. Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen

Dieses ist aber zum Beispiel in x ≡ 0 unstetig. Man kann aber zeigen, dass F
messbar ist und die Menge der Unstetigkeitsstellen von F eine W-Nullmenge ist
(Satz von Fubini). Deshalb kann Satz 7.8 benutzt werden.
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Projektion, 22, 70
Prokhorov, Satz, 105

quadratische Variation, 56

Radon-Nikodym
Ableitung (Dichte), 18
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