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Aufgabe 1: Es sei (Xt) ein Martingal auf (Ω,F , (Ft), P ). Man zeige dass die folgenden Aussagen
äquivalent sind:

a) supt E[X2
t ] < ∞;

b) Für jede wachsende Folge (tn) mit tn ≥ 0 und limn→∞ tn = ∞ ist (Xtn
) eine Cauchyfolge in

L2(Ω,F , P );

c) Für jede wachsende Folge (tn) mit tn ≥ 0 und limn→∞ tn = ∞ konvergiert Xtn
gegen X∞ in

L2(Ω,F , P );

d) Es existiert ein X in L2(Ω,F , P ) mit Xt = E[X | Ft].

Aufgabe 2: Man beweise mit Hilfe des Satzes von Fubini für

Mt := 1l[Y,∞[(t) −

∫

]0,t]

1l]0,Y ](u) dΛY (u), t ≥ 0,

das folgende Resultat, das zum Beweis von Lemma 4.3. in der Vorlesung benötigt wurde:

E[(Mt − Ms)
2] =

∫

]s,t]

(

1 − ΛY ({u})
)

dFY (u),

wobei FY die Verteilungsfunktion und ΛY die kumulierte Sterblichkeitsintensität der Zufallsvariable Y

(dem Minimum von Sterbezeitpunkt und Vertragsende) ist.

Aufgabe 3:

a) Es seien Yi, i = 1, . . . , n, unabhängige exponentialverteilte Zufallsvariable zum Parameter λ > 0.
Man berechne die Verteilung von Sn :=

∑n

i=1 Yn; Um welche Verteilung handelt es sich hierbei?

b) Es sei X eine nicht-negative, reellwertige Zufallsvariable. Man zeige

E[X] =

∫

∞

0

P [X > t] dt.
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